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1 EINLEITUNG 1

1 Einleitung

Maschinelles Sehen (engl.: computer vision), ein Teilgebiet der Bildverarbeitung (engl.:
image processing), behandelt Fragestellungen, die fiir die Analyse von Bildern wichtig sind.

Eine Kamera fiihrt mit Hilfe eines Objektives eine Zentralprojektion aus einem Ausschnitt
ihrer Umgebung auf die Bildebene durch. Bei einer idealen Zentralprojektion ist die Bilde-
bene nicht begrenzt, d.h. ein Bild kann als Funktion von IR* aufgefat werden. Betrachtet
man nur die Helligkeit auf der Bildebene, so fat man ein Bild als Funktion I: IR?* — IR
auf. Die Bildanalyse geht der Frage nach, welche Informationen aus einem Bild gewonnen
werden konnen. Die Erkennung von Gegenstinden kann dabei als Zuordnung von Bildinfor-
mationen zu Modellen der Gegenstinde in einer Datenbank erfolgen, je nach Anwendung
sind aber auch andere Fragestellungen denkbar.

Um die Bilddaten fiir die Bildanalyse aufzubereiten, werden die Bilder im ersten Verarbei-
tungsschritt zunichst gefiltert. Aus Experimenten mit Filtern fiir diesen ersten Verarbei-
tungsschritt ist eine neue Filtermethode entstanden, welche in dieser Arbeit vorgestellt und
untersucht wird. Die Experimente wurden mit einem neuen Filter durchgefiihrt, welches
in dieser Arbeit aufgrund seiner Konstruktion nichtlineares Gauf-Filter genannt wird. Bei
diesen Tests hat es sich als sehr giinstig erwiesen, die Filterung einige Male zu iterieren. Es
wurde sowohl mit der Anzahl der Filterungen, als auch mit den Parametern der einzelnen
Filterungen experimentiert, wobei die Kontrolle der Ergebnisse durch Betrachten am Bild-
schirm vorgenommen wurde. Diese Experimente fiihrten auf die GaufS-Filterkette, welche
innerhalb dieser Experimente subjektiv die besten Ergebnisse lieferte. Die Gau3-Filterkette
ist eine neue Art, ein nichtlineares Filter mehrfach anzuwenden. Mit Hilfe der Untersuchun-
gen des nichtlinearen Gauf3-Filters wird klar, warum die GauB-Filterkette auch gegeniiber
anderen Filtern sehr gute Filterergebnisse liefert. Durch die Konstruktion des Filters wer-
den Probleme anderer Filter umgangen, so dafi die Resultate anderer Filter in speziellen
Situationen iibertroffen werden. Aufgrund der Konstruktion kann das Filter auch auf sehr
viel allgemeinere Situationen iibertragen werden.

In Kapitel 1 wird eine Einfiihrung gegeben und die Aufgabenstellung prézisiert. In Kapi-
tel 2 wird die Problematik der linearen Filter diskutiert. Zusétzlich wird in Kapitel 2 auf
Ergebnisse anderer Arbeiten hingewiesen, durch welche die Gau-Funktion in der Bildver-
arbeitung eine besondere Rolle spielt. Ausgehend vom linearen Gauf}-Filter wird dann in
Kapitel 3 das nichtlineare Gauf3-Filter eingefiihrt. Die Eigenschaften dieses Filters werden
in Kapitel 4 dargestellt. Anhand der Eigenschaften des nichtlinearen Gauf3-Filters wird in
Kapitel 5 deutlich, warum gerade die Gauf3-Filterkette in den Experimenten die besten Er-
gebnisse geliefert hat. Es wird gezeigt, wie die Parameter der Gauf3-Filterkette zu wihlen
sind. Um die Wirkung der Gauf3-Filterkette zu demonstrieren, schliefit sich ein Kapitel mit
Beispielen an, in denen auch Bilder verwendet werden, welche mit einer CCD-Kamera auf-
genommen wurden. In Kapitel 7 wird die GauB-Filterkette mit anderen Filtern verglichen.

Da die Kanteninformation fiir einige Anwendungen eine wichtige Rolle spielt, wird in Kapi-
tel 8 gezeigt, wie man mit einem &hnlich aufgebauten nichtlinearen Filter Kanten erkennen
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kann. Bemerkungen zu moglichen Verbesserungen und Hinweise zur Implementation sind
in Kapitel 9 zusammengefafit. Eine Zusammenfassung schliefit diese Arbeit ab.

1.1 Modelle fiir Bilder und Bezeichnungen

Da die Bildanalyse mit Hilfe von Rechnern durchgefiihrt werden soll, muf§ das Bild in eine
Form umgewandelt werden, welche vom Rechner verarbeitet werden kann. Der Information
des Bildes wird hierzu eine Darstellung mit endlich vielen Zahlen zugeordnet. In dieser
Arbeit gibt jede Zahl dieser Zuordnung die Helligkeit des Bildes in einem Bildpunkt an.
Die Lage der Bildpunkte im Bild stimmt mit den Gitterpunkten eines reguldren Gitters
iiberein. Die Bildpunkte heiflen Pizel (von engl.: picture element) und die Werte des Bildes
in diesen Pixeln heiflen Grauwerte.

Die Umwandlung von der Helligkeit in einem Bildpunkt zu einem Zahlenwert wird dabei
als monoton wachsende Funktion realisiert, die Werte sind aus technischen Griinden in der
Regel ganze Zahlen zwischen 0 und 255. Durch Regler an den Geréten kann die Umwand-
lung der Beleuchtung und der am Objektiv eingestellten Blende angepafit werden. Da der
Abbildungsmaflstab des Bildes fiir die weiteren Betrachtungen ohne Belang ist, werden wir
die Menge der Pixel als Teilmenge von Z* auffassen.

Ist I:IR”?> — IR eine Funktion auf IR? so heift I, Abtastung von I auf Z?. st
¥: IR — [0,255] eine schwach monoton wachsenden Funktion, so heifit ¥ o I: IR* — [0, 255]
Quantisierung von I, wobei fiir a, b € IR mit [a, b] die Menge der ganzen Zahlen im Intervall
[a, b] bezeichnet wird.

Die Menge der Pixel wird im folgenden mit P bezeichnet. Besteht ein Bild aus IV, Zeilen
mit jeweils N, Pixel, so wird die Menge der Pixel mit [0, N, — 1] x [0, N, — 1] identifiziert.
Mit V := [0, 255] wird die Menge der Pixelwerte bezeichnet. Ist I die Helligkeitsverteilung
der Bildebene, so ist die Funktion I, := ¥ o hjp: P — V die Abbildung, welche mit Hilfe des
Computers und den angeschlossenen Geriten zur Bildaufnahme erfafit werden soll.

1.2 Rauschen, Rekonstruktion von digitalen Bildern

Mit Hilfe der Kamera wird nun eine Funktion f:P — V ermittelt, welche moglichst mit
der Abbildung I, iibereinstimmt (Bildaufnahme). Die Abbildung f wird auch digitales Bild
genannt. Die Differenz R: P — IR von [ zum tatséchlich realisierten digitalen Bild f gibt
an, welche Fehler bei der Bildaufnahme gemacht wurden:

f(p)=1(p) + R(p) VpeP (1)

Man spricht in diesem Fall vom Rauschen R des Bildes f. Macht man von einer Szene
mehrere Aufnahmen, so werden die Grauwerte der Pixel nicht unbedingt iibereinstimmen.
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Die Werte R(p) kénnen also auch als Realisierungen von Zufallsvariablen Z, aufgefafit
werden, welche durch die verwendete Technik beschrinkt sind. Da die Eigenschaften des
Rauschens in der Regel nicht bekannt sind und diese sich auch von Bild zu Bild &ndern
kénnen, versucht man in der Bildverarbeitung Techniken zu entwickeln, welche auch ohne
Vorwissen beziiglich des Rauschens gute Ergebnisse liefern.

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird das Verfahren der Bildaufnahme nicht weiter be-
trachtet. Die entwickelten Techniken sind daher auch auf Bilder anwendbar, welche mit
anderen Verfahren aufgenommen wurden. Den Verfahren der Bildaufnahme ist gemeinsam,
daB sich die Grauwerte mehrerer Aufnahmen des gleichen Bildes leicht unterscheiden. Als
Modell fiir die Bilddaten wird im weiteren nur noch verwendet, dafl sich das Bild wie oben
beschrieben in einen Helligkeitsanteil und Rauschen zerlegen 1483t.

Eine der wichtigen Fragestellungen der Bildverarbeitung ist nun, ob man unter gewissen An-
nahmen das unverfilschte Bild I, aus einem aufgenommenem Bild f gewinnen kann. Eine
solche Annahme konnte sein, dafl das Bild nur aus wenigen Flidchen mit jeweils einer ein-
heitlicher Helligkeit besteht. Diese Annahme ist natiirlich nur in wenigen Féllen realistisch.
Betrachtet man die Bildaufnahme als Zufallsexperiment, so ergibt sich die Fragestellung,
ob es einen Schitzer gibt, welcher ausgehend von f unter gewissen Annahmen die Funkti-
onswerte I(p) schitzen kann. Man spricht von der Rekonstruktion von Bildern (engl.: visual
reconstruction). Um einen Schétzer zu konstruieren wird man Annahmen machen, welche
nicht iiberall im Bild erfiillt sind. Da fiir die Analyse des Bildes oft kleine Details des Bildes
unwichtig sind, ist ein Schitzer auch dann fiir die Bildverarbeitung geeignet, wenn er kleine
Details verfilscht wiedergibt oder sogar aus dem Bild entfernt. Fiir die weitere Analyse der
Bilder kann es sogar niitzlich sein, dafl kleine Details aus den Bildern entfernt werden, dies
héngt aber vom Anwendungsgebiet der Bildverarbeitung ab.

Die Abbildungen der Menge Abb(P, IR) in sich werden Filter genannt und mit grolen Buch-
staben bezeichnet, synonym wird die Bezeichnung Operator verwendet. Das nichtlineare
GauBl-Filter ist in diesem Sinne ein Operator zur Bildrekonstruktion. In Kapitel 4 wird
gezeigt, dafl dieses Filter als robuster Schiitzer aufgefafit werden kann.

1.3 Kanten in Bildern

Die Vorstellungen, welche man mit dem Begriff Kante verbindet, sind vielfiltig. Zur Unter-
suchung von Bildern ist es sinnvoll, ein Modell fiir eine Kante zur Verfiigung zu stellen.

Eine Kante in einem Bild ist eine starke Helligkeitséinderung zwischen Bereichen von Pixeln
ungefdhr gleicher Helligkeit. Enthilt das Bild Rauschen, so kann man Kanten als Grenze
zwischen Bereichen mit dhnlichen Helligkeiten auffassen. Fiir das Bild in Abbildung 1 sind
die Kanten mit einem Programm zur Kantenerkennung berechnet worden.

Ausgehend vom rekonstruierten Bild wird in Kapitel 8 ein Filter vorgestellt, welches Kanten
in einem Bild markiert. Anschlielend kann mit grofler Genauigkeit an diesen Stellen die
Richtung der Kante detektiert werden. Die eingesetzten Methoden zur Bildrekonstruktion
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Beispiel eines Kantenbildes (rechts) anhand einer Aufnahme eines Institutsgebdudes der Heinrich-Heine
Universitét mit einer Sgule im Gegenlicht (links)

Abbildung 1: Ausgabe eines Kantendetektors

und zur Kantenerkennung sind miteinander verwandt.

1.4 Spezielle Bilder

Um die Wirkung eines Filters zu studieren, untersucht man seine Wirkung am besten
zunéchst auf Bildern, welche nicht zuviele Strukturen enthalten. An dieser Stelle geben
wir einigen Bildern spezielle Namen. In Abbildung 2 wird das Bild immer zusammen mit
seinem Profil der Zeilen (jeweils im rechten Bild) gezeigt.

Das einfachste Bild, welches gefiltert werden kann, ist eine Fldche. Dieses Bild ist wegen
seiner Einfachheit fiir theoretische Untersuchungen interessant.

Als Modell fiir eine Kante mit Kantenhohe 128 dient das oberste Bild in Abbildung 2. Die
Kantenh6he wird auch als Sprunghdhe bezeichnet.

Die einzelnen Stufen in rechten Bild der Rampe geben die Grauwerte der einzelnen Spalten
an. Da das Bild nur 64 Spalten enthélt, sind diese hier deutlich zu sehen. Die Differenz der
Grauwerte benachbarter Stufen der Rampe ist 3.

In Bildern kommen oft diinne Linien vor. In realen Bildern kénnen das z.B. Tischbeine oder
dghnliches sein. Als Modell fiir diese Linien dient ein Bild mit einem Streifen. Der Abstand
der Kanten des Streifens wird als Breite bezeichnet, die Hohe ist auch hier die Differenz der
Grauwerte. Ein Linienmuster ist ein Bild mit mehreren parallelen Linien.

Der Name Doppelkante wurde gewdhlt, da die Kanten verschiedene Hohe haben. Dieses
Bild unterscheidet sich somit von dem, mit dem Streifen. Die Breite bezeichnet auch hier
den Abstand zwischen den einzelnen Kanten.
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Flache mit Grauwert 128

Kante mit Sprunghéhe 128

Rampe

Streifen

Doppelkante

Abbildung 2: einige Standardbilder bzw. Muster
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2 Probleme der linearen Filter

2.1 Bildrekonstruktion mit linearen Filtern

Es sei f: P — IR ein Bild, welches aus dem Rauschen R und der Intensitdtsfunktion I
besteht:
f=I+R

Mit U(p) werde hier die Menge der 8 direkten Nachbarpixel von p zusammen mit dem Pixel
p selber bezeichnet. Ist I auf der Menge U(p) fiir ein Pixel p konstant und sind die Fehler
R(q) aller Pixel g € P unabhéngig normalverteilt, so ist das arithmetische Mittel der Werte
von f auf U(p) ein erwartungstreuer Schiitzer' fiir I(p). Da das Pixel p in der Mitte der
Summanden der Mittelung liegt, nenne ich dieses Pixel das zentrale Pizel der Summe. Die
Annahme, dafl die Funktion I auf ¢ (p) konstant ist, ist fiir viele Pixel p im Bild falsch. Da
man nun nicht mehr Daten als das Bild zur Verfiigung hat, ist es sinnvoll, die Mittelung
beizubehalten, jedoch die Nachbarpixel weniger stark zu gewichten. Die folgende Tabelle
enthélt eine solche Gewichtung, bei der das Gewicht der Nachbarpixel nur ein halb bzw.
ein viertel des Gewichtes des zentralen Pixels betragt.

T2 ] L
16 16 16
2 [ 4|2
16 16 16
T2 L
16 16 16

Diese Tabelle wird Filtermaske genannt und kann als Beschreibung der Funktionswerte
einer Funktion ¢:[1,1]° — IR verstanden werden, so daB die Filterung des Bildes fiir
P =[0,N, — 1] x [0, N, — 1] einer Faltung &hnelt:

[Gofllp)= > 9p—a)f(q) YpeE[L,N,—2] x[1,N,—2] CP

qeU(p)

Das gefilterte Bild enthélt also keine Werte fiir die Randpixel. Ist die Filtermaske grofier
als 3 x 3 Pixel, so wird das gefilterte Bild entsprechend kleiner.

Es gibt einige Adhoc-Ansédtze um auch fiir die Pixel an den Réndern und in den Ecken
von P Grauwerte auszurechnen. Zunichst fillt einem das Abschneiden der Filtermaske
bei gleichzeitiger Anpassung der Gewichte ein. Man kann das Bild auch als eine Periode
einer periodischen Funktion auffassen. Dies bietet sich dann an, wenn auch eine schnelle
Fourier-Tranformation fiir das Bild durchgefiihrt werden soll. Die Zeilen des Bildes stehen
hintereinander im Speicher. Hat man die Berechnung der Filterung auf diese Art der Spei-
cherung angepaf}t, so kann man aus Rechenzeitgriinden auf die Behandlung des linken und

!Definition [BS79, 5.2.2.1]: Eine Schéitzung heifit erwartungstreu, wenn ihr Erwartungswert gleich dem
zu schitzenden Parameter ist.
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rechten Randes verzichten. Auf Pipeline-Architekturen kann dies der einzig praktikabele
Weg sein, die Filterung zu berechnen. Je nach Berechnungsvorschrift fiir die Randpixel und
Anwendung wird man die Werte der Randpixel in weiteren Verarbeitungsschritten verwen-
den oder ignorieren.

Filter dieser Art sind lineare Abbildungen und heiflen daher lineare Filter. Da man die
Vorstellung hat, da} das Bild G'f, welches nicht so grofie Unterschiede in benachbarten
Grauwerten aufweist, glatter aussieht, nennt man das lineare Filter oben auch Glédttungs-
filter. Ein lineares Gldttungsfilter ist ein lineares Filter, dessen Gewichte von der Mitte zu
den Réandern der Tabelle kleiner werden, nicht negativ sind und sich zu 1 summieren.

Wird die Gewichtsfunktion ¢ : Z? — IR mit Hilfe der GauB-Funktion erzeugt, so heifit
das Filter (lineares) Gauf-Filter. Die Gewichtsfunktion des GauB-Filters g, ist das Pro-
dukt zweier Gaufl-Funktionen mit dem Parameter o, jeweils bzgl. einer Komponente des

Argumentes:
_ 1 L (el
9(p) = oo P ( 2 ( o

Da die Summe der Werte der Abtastung der Gaufl-Funktion sich nicht zu Eins summieren,
miissen die Gewichte des Filters entsprechend skaliert werden. Die Werte der Gau3-Funktion
werden mit der Lénge von p schnell sehr klein. Man verwendet daher in vielen Féillen
eine Approximation der Gauf-Funktion mit kompaktem Trager, so da} die Summen nur
noch wenige Summanden enthalten. Fiir ein Bild f : [0, N, — 1] x [0, N, — 1] — IR und
einen quadratischen Triger [ — i,i]]2 der Approximation von g, erhilt man fiir alle p €
[i, Ny —i— 1] x [i, Ny —i — 1] :

1
qu[[—i,i]]2 90(q)

Gofllp) = > ge(@)flp—q)

q€[—i,i]?

Die Verwendung der Gauf-Funktion bei der Bildung des nichtlinearen GauB-Filters wurde
unter anderem durch die nun folgenden Eigenschaften des linearen Gauf}-Filters motiviert.

Sind die Betrédge der Filterfunktion summierbar, so ordnet die Fourier-Transformation die-
sem Filter eine Ubertragungsfunktion zu, welche in [Jar90, S. 86] diskrete Frequenzcharak-
teristik genannt wird. Marr und Hildreth vertreten in [MH80] die Ansicht, daf§ die Varianz
der Gewichtsfunktion, wie auch die der Ubertragungsfunktion, méglichst klein sein soll und
daher das Gauf-Filter ein optimales lineares Glattungsfilter ist, da es das Produkt die-
ser beiden Varianzen minimiert. In [TP86] werden von V. Torre und Tomaso A. Poggio
verschiedene lineare Filter zur Glittung diskutiert, welche eine Ubertragungsfunktion mit
kompaktem Triager haben, also auch als Tiefpal wirken. Mit geeigneten Parametern lassen
sich diese Filter durch lineare Gauf-Filter approximieren.

Stellt man sich das Bild als zweimal differenzierbare Funktion f(z,): IR*> — IR vor, welche
eine zeitabhéngige Warmeverteilung u(z, y;t) zum Zeitpunkt ¢t = 0 beschreibt, so ist g, * f
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die Losung der zweidimensionalen Warmeleitungsgleichung

2 2
% + g—;; = Z—TZ mit Anfangsbedingung wu(z,y;0) = f(z,y)

zum Zeitpunkt ¢ = 10?, vgl. [TP86]. Eine ausfiihrliche Behandlung der Wirmeleitungs-

gleichung findet man z.B. im Buch Hdéhere Analysis von Hans Triebel [Tri80] (Satz 14.4

und Satz 13.3). Die Differentialgleichung gibt zum einen eine Interpretation des diskreten

GauB-Filters. Zum anderen 148t sie sich zur Konstruktion nichtlinearer Filter nutzen, indem

die Gleichung in der Form

div (grad u(z,y;t)) = g—?(x,y;t)
geschrieben wird (div und grad wirken hier nur auf die Variablen z und y). Durch Begren-
zung der Linge der Gradienten grad u(z,y;t) mit einer geeigneten Funktion bleiben die
Kanten im Bild besser erhalten, es wird sozusagen der Wirmeflufl an Kanten vermindert,
vgl. [PM90a, WP93|. Die Implementation der Idee muf§ nun beriicksichtigen, daf} ein Bild
nur auf Z? lebt, wo keine Ableitungen existieren. Was bei der Berechnung der Differenzen-
quotienten zu beachten ist, wird im néchsten Abschnitt besprochen.

2.2 Das Problem der Kantendetektion

In der Literatur ist vielfach die Bedeutung der Kantendetektion fiir die Bildverarbeitung
hervorgehoben worden, so auch in [BZ87, PK91, SB91, Can86, BCM*88]. Da die Grauwerte
des Bildes von der Beleuchtung abhingen, wird in der Bildanalyse hiufig die Kanteninfor-
mation ausgewertet, sei es um Objekte zu erkennen oder in einer Sequenz von Bildern zu
verfolgen. Viele Objekte lassen sich anhand ihrer Kontur erkennen, welche dazu vollstandig
gefunden werden sollte. Ausgehend von den Kanten und der Kontur kann eine symbolische
Beschreibung des Bildes erfolgen. In [KDTN92, SBA85] werden dazu die Objekte im Bild
mit Hilfe einer Datenbank klassifiziert. Um die Kontur eines Objektes genau zu bestimmen,
miissen aber die Kanten vollstdndig lokalisiert werden; Fehler in der Kantenerkennung wir-
ken sich hier unmittelbar aus. Mit Hilfe von Stereo-Bildern kann durch Vergleich der Lage
von Kanten die Entfernung geschétzt werden.

Die automatische Erkennung von Kanten ist schwieriger, als man zunéchst vermutet. Be-
trachtet man das Bild des Teddybédren in Abbildung 3, so ist nicht klar, was als Kante
erkannt werden soll. Im Hintergrund des Béren sieht man Flidchen, welche einen gut er-
kennbaren Rand haben. Das Fell des Béren hat aber keinen einheitlichen Grauwert und
so kann auch die Frage, was als Kanten gedeutet werden soll, nicht eindeutig entschieden
werden. Die Rontgenaufnahme darunter enthélt starkes Rauschen. Die Rdnder der Adern
kénnen als Kanten aufgefalit werden. Sie sind zum Teil kaum zu erkennen und nicht scharf
durch einen Grauwertsprung begrenzt. Hier ist es nicht nur schwierig die Rénder der Adern
zu finden, sondern auch zu entscheiden, wo genau die Rinder liegen.
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Bild eines Teddybéren

Ausschnitt einer Rontgenaufnahme eines Aderngeflechts

Abbildung 3: Beispiele
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Fiir die Ansicht des Institutsgebdudes in Abbildung 1 fillt die Auswahl der Kanten schon
leichter, da in diesem Bild deutlich helle und dunkle Flichen zu sehen sind.

Das Kantenbild in Abbildung 4 auf Seite 11 enthé&lt zwei Fléchen verschiedener Helligkeit
und eine Kante zwischen den Flichen, welche deutlich zu erkennen ist. Unter der Annahme,
dal die Kante geradlinig verlduft, konnte man diese sehr prizise lokalisieren. Wenn man
dagegen nur die mittleren 8 x 8 oder 16 x 16 Pixel betrachtet, so ist die Erkennung der
Kante schon schwieriger. In Folge des Rauschens kann man ohne weitere Annahmen iiber
den Verlauf der Kante diese nicht genau lokalisieren. Um die Grauwerte der Pixel besser
beurteilen zu konnen, sind diese in der unteren Zeile der Abbildung 4 als Projektionen
dargestellt.

Da das Bild eine Funktion ist, ist der Graph des Bildes eine Teilmenge von P x IR. Durch die
Projektion der Pixel auf die erste Komponente entsteht aus dem Graphen eine Teilmenge
von Z X IR, welche Seitenansicht genannt wird. Mit dem Vorwissen, daf} eine Kante senk-
recht im Bild enthalten ist, kann der Ort der Kante in der Seitenansicht erkannt werden.
Die Punkte sind beziiglich der Grofle der Urbildmengen unter der Projektion geschwirzt
worden, so daB die Seitenansicht hier eine Ubersicht iiber die Verteilungen der Grauwerte
der einzelnen Spalten des Bildes wiedergibt.

In die Entscheidung, ob zwischen zwei Pixeln eine Kante verlduft, mufl man also die Pi-
xelwerte in einer Umgebung dieser Pixel mit einbeziehen, die Betrachtung von Differenzen
benachbarter Grauwerte (Differenzenquotienten) reicht allein nicht aus. Problematisch ist
auch die Erkennung der Richtung von Kanten, insbesondere wenn die Objekte im Bild keine
geraden Rinder haben, wie zum Beispiel das Rontgenbild mit den Adern in Abbildung 3.

2.3 Lineare Filter zur Kantendetektion

Um Kanten im Bild zu finden, kann man fiir eindimensionale Daten nach einer Glattung die
Differenzenquotienten bzgl. des Pixelabstandes bestimmen und davon die lokalen Maxima
suchen. Ist das Rauschen geniigend stark gegléittet worden, so stellen diese dann die ge-
fundenen Kanten dar. Die Bildung der Differenzenquotienten ist ein linearer Operator und
somit bildet die Glattung mit anschlielender Bildung der Differenzenquotienten zusammen
wieder ein lineares Filter, welches die Abtastung der partiellen Ableitung der Gléattungs-
funktion approximiert. Dem Differenzenquotienten &hnliche Bildungen werden in [TP86]
diskutiert, die Unterschiede sind gering.

Da Bilder zweidimensional sind, mufi man nach einer Glattung fiir beide Koordinatenrich-
tungen jeweils den Differenzenquotienten berechnen. Man erhilt so fiir jedes Pixel einen
zweidimensionalen Vektor, welcher Gradient des geglitteten Bildes genannt wird. Analog
zum eindimensionalen Fall kann diese Berechnung auch mit Hilfe von zwei linearen Fil-
tern erfolgen. An einer Kante wird dieser Gradient besonders grofi werden und im Idealfall
senkrecht zur Kante stehen. Auf Schwierigkeiten bei der Verwendung von GauB-Filtern mit
kleinem Parameter o wird in [Dav87] hingewiesen.
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Zur Kantenerkennung wird man also in Richtung des Gradianten lokale Maxima der Gra-
dientenléinge suchen, vgl. [Can83]. Es gibt aber dabei ein Dilemma: Verwendet man zur
Kantensuche die partiellen Ableitungen der zweidimensionalen Gaufl-Funktion, so treten
bei kleinem ¢ Maxima neben der Kante auf, welche durch das Rauschen hervorgerufen wer-
den. Bei einem grofien o jedoch kann die Kante nicht mehr gut lokalisiert werden. Einerseits
kann dann die Stelle des Maximas nicht genau bestimmt werden, andererseits liegt das Ma-
ximum nicht unbedingt dort, wo die Kante liegt. Ein Beispiel ist hierfiir die Doppelkante
aus Abbildung 2, wo bei sehr groflem ¢ nur noch ein lokales Maximum im Filterergeb-
nis enthalten ist. Dieses Dilemma entsteht auch bei anderen &hnlichen linearen Filtern
zur Kantenerkennung. In [Can83] wird vorgeschlagen, viele Filter verschiedener Gréfie zu
verwenden, dann mit Hilfe des geschétzten Signal-Rausch-Verhiltnisses die Ergebnisse zu
bewerten und daraus die Lage der Kanten zu bestimmen.

Fiir stetige differenzierbare Funktionen konnte die Suche der Maxima wieder mit Hilfe einer
weiteren Differentiation und anschlielender Nullstellensuche durchgefiihrt werden. Mit Hilfe
des Laplace-Operators erhélt man aus einem linearen Gléattungsfilter ein Filter, welches an
den Kanten Nullstellen liefert. Ist die Filterfunktion eine Abtastung der Gauf-Funktion
unter dem Laplace-Operator, so wird es LoG-Filter (Laplace of Gaussian) genannt. Unter
einer Nullstelle versteht man hier benachbarte Pixel mit verschiedenem Vorzeichen. Dieses
Vorgehen hat den Vorteil, daf§ nicht fiir verschiedene Richtungen gefiltert werden mufi und
die Suche nach den Nullstellen im gefilterten Bild einfacher ist. Marr und Hildreth haben
in [MH80] das LoG-Filter untersucht. Filtert man ein Bild mit vielen bzgl. o verschieden-
en LoG-Filtern, so erhilt man schon aus der Lage der verschiedenen Nullstellen sehr viel
Information iiber das Bild. Dafl man damit nicht alle Bilder unterscheiden kann, wurde von
Daugman [Dau88] gezeigt.

Bei der Konstruktion des LoG-Filters kann die Gau-Funktion durch eine andere Gewichts-
funktion eines Glattungsfilters ersetzt werden. Damit erhilt man dann ebenso ein Filter,
welches Kanten durch Nullstellen im Filterergebnis anzeigt. Ist h: IR*> — IR die Filterfunk-
tion, so heifit fir « € RT die Funktion A(z) := Lh(1z) gestreckte Version von h. Man
wiirde nun erwarten, dafl man durch Streckung der Filterfunktion mit o > 1 stérker gléttet,
so daf man mit Nullstellensuche im Filterergebnis weniger Kanten findet.

Yuille und Poggio [YP86] zeigten, dafi die GauB-Funktion g, die einzige Funktion g ist,
so dal mit zunehmender Varianz fiir jede stetige Funktion f die Funktion Ag, * f kei-
ne neuen Nullstellen bekommt, sondern héchstens welche verschwinden. Damit entspricht
diese Filterung der Vorstellung, dafl die Kanten im Bild bei stirkerer werdender Glittung
mehr und mehr verschwinden. Die Zuordnung von o aus JR" auf die Nullstellenmenge der
Faltung Ag, = f ergibt eine parametrisierte Familie von Nullstellenmengen (Scale Space).
Aus diesen Nullstellenmengen kénnen nun Kantenbilder gewonnen werden, vgl. [Ber87]
und [LJ89]. Dabei wird versucht, die Kanten bei grofiem o zu finden und diese dann in den
Filterergebnissen von Filtern mit kleinerem o zur besseren Lokalisierung wiederzufinden.

Um Kanten mit Nullstellen im Filterergebnis anzuzeigen, mufl man nicht den Laplace-
Operator verwenden. In [SB91] werden die Uberlegungen von Canny [Can83] dazu benutzt,
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um ein optimales Filter mit Hilfe der Variationsrechnung zu finden, welches an Kanten
eine Nullstelle im gefilterten Bild erzeugt. Wie alle linearen Filter hat auch dieses Filter
Probleme, wenn die Kanten im Bild unsymmetrisch sind.

2.4 Optimale lineare Filter zur Kantendetektion

Canny hat in [Can83] zur Kantendetektion unter den linearen Filtern eines ausgewéhlt,
welches fiir eindimensionale Signale unter geeigneten Kriterien optimal ist. Er geht dabei
zunéchst von eindimensionalen Daten und zu findenden Kanten mit verschiedenen Kan-
tenh6hen bei unterschiedlich starkem weilem Rauschen aus. Es werden von Canny lineare
Operatoren betrachtet, welche an der Stelle der Kante ein lokales Maximum in ihrer Ausga-
be erzeugen. Die Optimalitit des Operators wird anhand der folgenden Kriterien {iberpriift:

e Die Wahrscheinlichkeiten, dafl Kanten nicht entdeckt werden, und dafl Kanten detek-
tiert werden, wo keine sind, sollten klein sein.

e Die Kanten sollten gut lokalisiert werden.

e Fiir eine Kante sollte auch nur an einer Stelle eine Kante detektiert werden.

Diese Kriterien formalisiert Canny, so dafl ein optimales lineares Filter mit Hilfe der Va-
riationsrechnung gefunden werden kann. Fiir (zweidimensionale) Bilder schligt Canny vor,
ein Filter zu verwenden, welches senkrecht zur Kante wie die optimale Funktion im eindi-
mensionalen verlduft und tangential zur Kante wie eine Gauf-Funktion. Es ist nicht klar in
welchem Sinne der Operator von Canny im zweidimensionalen optimal ist.

Da man Kantenrichtungen, insbesondere wenn die Kanten nicht als Geraden durch das
Bild verlaufen, nicht mit beliebiger Genauigkeit ermitteln kann, wird man sich bei der
Filterung auf einige Kantenrichtungen beschrianken. Als Approximation der Filtermasken
kénnen auch die Richtungsableitungen der Gauf-Funktion verwendet werden.

Da der optimale Operator vom Signal-Rausch-Verhéltnis, der Kantenhthe und der Kanten-
richtung abhéingt, welche a priori nicht bekannt sind, muf eine ganze Schar von Operatoren
auf das Bild angewendet werden. An den Stellen der lokalen Maxima mufl mit weiteren
Operatoren das Rauschen geschiitzt werden. Da die verschiedenen Filter fiir die verschie-
denen Signal-Rausch-Verhiltnisse die Kanten verschieden gut lokalisieren, gibt Canny an,
an welchen Stellen letztendlich Kanten markiert werden. Das Filter von Canny nimmt also
einige Rechenzeit und auch Speicher in Anspruch.

Von anderen Autoren sind die Uberlegungen von Canny auf andere Bilddetails iibertragen
worden, vgl. [PK91]. In [SB91| wird der Ansatz von Canny im Hinblick auf den méoglichen
Abstand lokaler Maxima weiterentwickelt.
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3 Das nichtlineare Gauf3-Filter

3.1 Nichtlineare Filter

Ein lineares Filter erzeugt aus einem Kantenbild einen mehr oder weniger flachen Ubergang
zwischen den Plateaus rechts und links der Kante. Zur Demonstration wurde ein Kantenbild
erzeugt und mit einem linearen GauB3-Filter mit o = 5 gefiltert, vgl. Abbildung 5 auf Seite
15. Es gibt einige Ansitze, das lineare GauB-Filter dahingehend zu verbessern, daf} die
Kanten unter der Filterung erhalten bleiben.

In Abschnitt 2.1 ist der Zusammenhang des Gauf-Filters mit den Losungen der Wérme-
leitungsgleichung beschrieben worden. In [PM90b] und [WP93] wird unter dem Begriff
Diffusion die Warmeleitungsgleichung so verdndert, dafl Kanten in den Losungen besser
erhalten bleiben. Iterative Filterung mit Hilfe von gewichteten Summen der Grauwerte
wird in den Arbeiten [SMCM91] und [WVL81] untersucht, wobei die Gewichte von den je-
weiligen Grauwerten abhingen; es werden jedoch jeweils nur so wenige Nachbarpixel in die
Berechnung eines Filterwertes einbezogen, daf} sie nur bedingt als Verbesserung des linearen
GauB-Filters betrachtet werden konnen. Mit Iterationen wird auch die Filterung in [NM79]
und [Lee83] durchgefiihrt. Hier wird jedoch jeweils das arithmetische Mittel der Grauwerte
einer geeigneten Umgebung berechnet, welche fiir jeden Punkt neu gewéhlt wird. In [Fle92b]
wird die Berechnung der Gewichte von den Grauwertdifferenzen zum zentralen Pixel und
der Grauwertverteilung in der Filterumgebung abhingig gemacht. Auch dieses Filter wird
iteriert zur Glattung angewendet, es werden jedoch nur einige Iterationen durchgefiihrt.

Im folgenden wird ausgehend vom Gauf3-Filter ein neues nichtlineares Filter vorgestellt, wel-
ches gewisse Kanten im Bild erhilt. Dabei konnen die Parameter dieses Filters so eingestellt
werden, daf sich das Filter wie das lineare Gaufl-Filter verhélt.

3.2 Motivation des nichtlinearen Gauf3-Filters

Fiir Bilder f ist auf Seite 2 die Zerlegung in Bildinformation I und Rauschen R eingefiihrt
worden. In Kamerabildern ist das Rauschen durch die verwendete Technik beschréankt. Das
Supremum « := sup,, |R(p)| der Betriige des Rauschens bezeichnet man als Rauschamplitu-
de.

In Abbildung 5 wird eine Kante sowie das Filterergebnis des linearen GauB-Filters fiir
diese Kante gezeigt. Um die Kante zu erhalten, ist es naheliegend, nur die Pixel ¢ in
die Berechnung des gefilterten Grauwertes G f(p) mit einzubeziehen, welche sich in ihrem
Grauwert, f(q) nicht stirker als das doppelte der Rauschamplitude von f(p) unterschei-
den. Die Gewichte erhalten mit Hilfe der charakteristische Funktion x| 24,24 die Gestalt
95(0)X[-20,20)(f(q) — f(p)). Werden die Gewichte in jeder Summe normiert, so ergibt sich
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Oben ist eine Kante mit starkem Rauschen und grofler Sprunghéhe zu sehen, unten das Filterergebnis eines
linearen Gauf-Filters mit ¢ = 5. Die Projektion des Filterergebnisses entspricht bis auf einen Faktor der
Abtastung einer Stammfunktion der Gau-Funktion mit o = 5.

Abbildung 5: Filterergebnis des linearen Gauf3-Filters
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Ergebnis der Filterung mit dem nichtlinearen GauB-Filter, o, = 5.0, o, = 40.0.

Abbildung 6: Filterergebnis des nichtlinearen Gauf3-Filter

fiir das Filter G:
1

Gflp) = X;D ﬁpga(p — 9)X[-20,201(f (p) — f(q)) f(g) mit
Ny = > 9o(p — @) X[=2020)(f (D) — [ ()

qeP

Nun sollten kleine Anderungen im Bild keine grofen Anderungen im gefilterten Bild zur
Folge haben. Das ist wegen der Benutzung der charakteristischen Funktion aber nicht ge-
geben. Es ist also wiinschenswert, die Funktion X[_24 2] durch eine geeignete gleichméfig
stetige Funktion zu ersetzen. Es bietet sich auch hier wieder die GauB-Funktion an. Da
die Bildkoordinaten oft mit z und y bezeichnet werden, bezeichne ich den Parameter der
GauB3-Funktion mit ¢,, um anzudeuten, daf} er sich auf die Grauwerte des Bildes in den
einzelnen Pixeln bezieht, welche die z-Koordinate der Punkte im Graphen bestimmen. Da
zur Berechnung der Gewichte die Gaufi-Funktion verwendet wird, heifit dieses Filter nichtli-
neares Gauf-Filter. In Abbildung 6 wird das Filterergebnis des nichtlinearen Gauf3-Filters
fiir das Kantenbild aus Abbildung 5 gezeigt. Das Kantenbild wird in eines iibergefiihrt, in
welchem das Rauschen deutlich vermindert, aber die Kante weiterhin genau zu lokalisieren
ist.
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3.3 Das nichtlineare Gauf3-Filter

Definition 3.1 (Das nichtlineare Gauf3-Filter) Das nichtlineare GauB-Filter werde
mit Go, », bezeichnet und habe die Gestalt:

G S ) = T Nipg@—q)w(f(p)—f(q))-f(q) mit (2)
N, = Y gp—a)v(f(p) - f(9))

qgeP

_l(||p||2)2
g : PCIRPR—= R, p— e 2\ 7=

Y : R—>R, x+—

Da die Gewichte so normiert sind, dafl ihre Summe 1 ergibt, kann das Filter als Summe des
Grauwertes f(p) und seines Abstandes zu G f(p) geschrieben werden. Da die Ableitung der
GauB-Funktion wieder mit Hilfe der Gau-Funktion dargestellt werden kann (vgl. Formel
23 aus Anhang A.2, Seite 111), erhélt man das

Korollar 3.2 Fiir das nichtlineare Gaufs-Filter gilt:

Gopor f(0) = f0)+ D NL 9(p—)v(f(g) — f(») - (f(g) = f(p)) (3)

geEP P

= D)+ Y+ 9b- ) (-oD(f(a) - f(p)

— ) - ]"V— > ol =¥/ (1(0) - 0) (1)
mit Ny, = > glp—u(f(p) — f(q))

qEeEP

Die Differenz G f(p) — f(p) ist beschrinkt, da 1" beschrdinkt ist und N, > g(0)y(0) gilt.

Sind alle Pixelwerte in der Umgebung des Pixels p grofiler bzw. kleiner als f(p), so sieht
man mit Hilfe der Formel (4), daf§ auch der Pixelwert G f(p) durch die Filterung grofler
bzw. kleiner als f(p) ist. In (3) und (4) ist der Summand mit ¢ = p immer Null, die Summe
im Zihler kann somit auch iiber die Menge P \ {p} gebildet werden.

Bemerkung 3.3 (Resistenz) In [Hub81] wird auf Seite 7 der Begriff der Resistenz ein-
gefiihrt. Ein Filter heifit resistent, wenn kleine Anderungen an allen Grauwerten wie auch
grofe Anderungen an einigen Grauwerten des Bildes nur zu kleinen Anderungen im gefil-
terten Bild fiihren. Das nichtlineare Gaufs-Filter ist in diesem Sinne resistent.
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Das Box-Filter berechnet das arithmetische Mittel iiber einige Nachbarpixel und minimiert
so den quadratischen Abstand des Pixelwertes im gefilterten Bild zu den Grauwerten der
Nachbarn im ungefilterten Bild. Eine analoge Interpretation ist auch fiir das nichtlineare
GauB-Filter moglich:

Lemma 3.4 Das nichtlineare Gauf-Filter minimiert einen gewichteten quadratischen Ab-
stand zu den Grauwerten der Nachbarpizel.

Beweis: Da die Gewichte normiert wurden, gilt

> 0o~ 0(fa) ~ @) =1 VpeP.

qgeEP =P

Nun erweitert man diese Formel mit G, ,, f(p) und betrachtet die Formel (2), mit welcher
Gy, 0. f(p) definiert wurde:

1

Gorf®) = X 390~ DV(F@) ~ FB)  Govr f() VP EP
geP =P

Grorf0) = X+ 90— )00/ (0) ~ f()) - fla) VpeP
qeP =P

Durch Subtraktion dieser Formeln erhilt man:

0= > Ni gp—)v(f(p) — f(q) - (f(q) — Go,0.f(p)) VYDETP.

qgeEP p

Das heifit, G,, 5, f(p) ist Losung der Gleichung

-2 (% b 90— W) - @) - (7la) - 7)2) -

Damit minimiert das nichtlineare Gauf-Filter den gewichteten quadratischen Abstand zu
den Grauwerten der Nachbarpixel. Dieses Minimum ist als Minimum einer Parabel eindeu-

Lemma 3.5 (Reduktion der Dimension) Fir N,, N, € IN bestehe ein Bild aus N,
Zeilen mit jeweis N, Pizeln. Haben die Pizel in allen Spalten des Bildes jeweils den gleichen
Grauwert, so gilt dies auch fir das gefilterte Bild. Es reicht in diesem Fall die Wirkung des
Filters auf die Zeilen, welche ja spezielle Bilder darstellen, zu untersuchen.

Beweis: Wie die folgende Rechnung zeigt, gilt diese Aussage immer, wenn die Gewichts-
funktion das Produkt von zwei Funktionen ist, welche jeweils nur von einer Koordinate
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abhéngen. Mit den Bezeichnungen

p = (x()ayO)a
g = (z,y),
ap—q) = ¢o(r—20)0s, (y— yo)Vg,p € P,

)
fz(z) = f((z,0))Vz € Z,
fuy) = f(0,y)Vye Z

gilt:

fo(x) = f((=,y)VyeZ

oo i) = 29— )Y(f(p) — f(9)f(q)

T8 >q 90— )v(f(p) — f(q))
Z Z Waw(y yO)QOUm( )w(fw(x) ('TO))fw(x)

Y Xy Pou (Y — Y0)Po, (T — o) (fo(z) — fu(20))
Yz oo (T — 20)Y(fa(x) = (xo )fz(2)

Yu oo (@ — 20)(fo(x) — fu(w0))

)f(q)

Y 1aePly=yo} 9@ — P)V(f(q) — f(p
E{q€P|y:yo} g(q p)d)( ( ) p))

_ )

i
Die vorletzte Gleichheit gilt, da die Summe iiber y gekiirzt werden kann. Dann wurde der
Bruch um den Term ¢, (yo — o) erweitert und das Produkt ¢, (z — 2o)ps, (Yo — Yo) fiir

y = yo durch g(q — p) ersetzt. -

3.4 Ahnlichkeit mit einem M-Schiitzer

Fiir das Filter gilt:

Yeer 9(a—p) ¥(f(q) = f(p)) f(q)
Yqer 9(a —p) ¥(f(q) — f(p))

Goso.f(P) = (5)

Verzichtet man auf die Gewichtung in Abhéngigkeit des Pixelabstandes, welche in (5) durch
den Term g¢(q — p) vorgenommen wird, und summiert statt dessen nur iiber gewisse Umge-
bungen U(p) der Pixel p, so erhélt man das Filter

=  Ygevw V(@) — f() flo)
CI®) = =g @ —1)

fiir welches

0= > ¥(f(g) = f®)(fle) — Gf(p)

q€U(p)
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bzw.

v~

=:p1 () (F(0);G f(P))

> W) =~ f0) - (f0) = G ()’ = min! (6)

gilt. U(p) wird Filterumgebung genannt.

Sind die Grauwerte f(p) Realisierungen von Zufallsvariablen Z,, so kénnen G und G als
Schitzer fiir die Erwartungswerte E(Z,) aufgefait werden. Es wird sich spéter zeigen, daf§
G und G unter geeigneten Voraussetzungen sogar erwartungstreu sind.

Margeret M. Fleck hat in [F1le92b] bemerkt, daf§ solch ein Filter ein M-Schétzer im Sinne des
Buches Robust Statistics von Peter J. Huber [Hub81, Seite 43] ist. Dabei ist der M-Schétzer
vom Grauwert des Pixels p abhéngig.

Es ist klar, daf3 dieses Filter genau wie das nichtlineare Gauf3-Filter resistent ist. Es ist damit
jedoch noch nicht gezeigt, dal das Filter robust ist. Im n&chsten Kapitel wird gezeigt, in
welchem Sinne das nichtlineare Gauf3-Filter ein robuster Schétzer ist.

Ersetzt man nun in jeder Stelle p € P die Funktion ¢ durch eine Trapez-Funktion, welche
vom Rauschen abhiingt, so erhéilt man das Filter, welches in [Fle92b] vorgestellt wird. Um
eine starke Glattung zu erreichen wird von M. M. Fleck die Iteration des Filters vorgeschla-
gen; es sind nur einige wenige Iterationen notig. Diese Arbeit ist vor allem interessant, da der
Filterparameter jeweils in jeder Stelle an Hand des Bildes gewihlt wird, indem zuné&chst
in jeder Stelle die Varianz des Rauschens geschétzt wird. Da die Berechnung der Gauf}-
Funktion sehr aufwendig ist, ist eine lokale Wahl des Parameters o, fiir das nichtlineare
GauB-Filter von der Verfiigbarkeit extrem schneller Rechner abhéngig.

Eine Anderung der GroBe der Filterumgebung in den einzelnen Iterationsschritten ist jedoch
auch von M. M. Fleck nicht untersucht worden. Es wird spiter gezeigt, dal gerade durch
die Anderung des Parameters o, des nichtlinearen Gauf-Filters eine Verbesserung der Kan-
tenerhaltung unter der Iteration der Filterung erzielt werden kann. Dieses experimentelle
Ergebnis, welches durch die Untersuchungen im néchsten Kapitel untermauert wird, 148t
sich sicher auch auf das Filter von M. M. Fleck und andere dhnliche Filter iibertragen.
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4 Eigenschaften des nichtlinearen Gauf3-Filters

Die Gaufl-Filterkette ist eine spezielle Iteration des nichtlinearen Gauf}-Filters. Die guten
Ergebnisse der GauB-Filterkette konnen von den Eigenschaften des nichtlinearen Gauf-
Filters abgeleitet werden.

Da in vielen Artikeln der Begriff des robusten Operators verwendet wird, wird in diesem
Kapitel unter anderem gezeigt, in welcher Weise das nichtlineare Gauf-Filter robust ist.
Um einen ersten Eindruck von der Wirkung des Filters zu vermitteln, werden die Erwar-
tungswerte der Grauwerte im gefilterten Bild fiir spezielle Situationen ausgerechnet. Zur
Motivierung der Gauf3-Filterkette wird dann die Wirkung des nichtlinearen Gauf}-Filters
auf Kanten und Rampen untersucht. Diese Ergebnisse machen deutlich, warum die Gauf}-
Filterkette in der Praxis so gute Ergebnisse liefert.

4.1 Eigenschaften als robuster Schitzer
4.1.1 Das Filter als Schitzer

Die Menge der moglichen Grauwerte der Pixel ist beschriankt. Um die Rechnungen nicht
unndtig zu erschweren, treffen wir folgende

Vereinbarung 4.1 Die Fehler der Grauwerte in einem Bild werden durch die Zufallsva-
riablen Z, modelliert, welche unabhingig sind und Werte in IR besitzen. Die Verteilungs-
funktionen dieser Zufallsvariablen Z, seien beliebig oft differenzierbar. Die Menge dieser
Verteilungsfunktionen werde mit M bezeichnet.

Definition 4.2 (Levy-Metrik) Auf der Menge M wird die Levy-Metrik durch
d(F,G):=inf{ e >0 | Vz F(x —¢) —e < G(z) < F(x+¢€)+¢€}
definiert, vgl. [Hub81]. Man rechnet leicht nach, daf$ dies eine Metrik auf M ist.

Da die Verteilungsfunktionen aus M monoton wachsend und stetig sind, kann die Metrik
wie folgt interpretiert werden: Es seien F' und G Verteilungsfunktionen aus M. Betrachten
wir nun die Geraden = — b — z, welche riickwirts-diagonal (also monoton fallend) durch
den Graphen der Funktionen laufen. Jede Verteilungsfunktion aus M hat mit einer solchen
Geraden genau einen Schnittpunkt, d.h. fiir jedes b € IR gibt es z, yp € IR, so dafl F(z;) =
b — xp, G(yp) = b — yp. Es sei nun J, := y, — xp. Damit gilt dann §, = F(z,) — G(yp) und
somit auch &, + G(xp + ) = F(xp), G(ys) = F(yp — 0p) — 0. In diesem Fall ist also |J|
kleiner oder gleich dy (F, G).

Bemerkung 4.3 Fiir b € IR beschrinkt die Levy-Metrik damit den mazimalen Abstand
der Schnittpunkte der Verteilungsfunktionen mit der Geraden x — b— x, welche riickwdrts-
diagonal durch den Graphen der Funktionen lduft. Es gilt:

dr(F,G) = sup{|%| | b € R}
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Die folgenden Eigenschaften haben mich bewogen, die Levy-Metrik zu verwenden. Da iiber
die Stetigkeit hinaus auch die lokale Lipschitz-Stetigkeit eine Rolle spielt, ist es niitzlich,
eine Metrik zu verwenden, welche einem intuitivem Abstand entspricht.

Lemma 4.4 Sind F und G Verteilungsfunktionen mit F(z) = G(x +¢), so gilt d,(F,G) <
€. Sind F, G und H Verteilungsfunktionen mit G(z) := (1—e€)F(z)+€eH (x), so gilt ebenfalls
dL(F, G) S €.

Beweis: Die erste Aussage ist klar. Die zweite Aussage gilt wegen:

F(rx—e€)—¢ F(z)—e¢

eH(z)+ F(z) —e<eH(z)+ (1 —€)F(x)
G(x)

(1—€)F(z)+eH(x)

F(z)+e

F(zx+e€) +e

IN A

VANVAN

O

Fiir spitere Rechnungen wird das folgende Lemma benétigt. Es ist bemerkenswert, daf} die
Abschdtzung nur von einer der beiden Dichten abhéngt.

Lemma 4.5 Sind F', G Verteilungsfunktionen aus M, so gilt:

di(F,G)<e = [[F=Glo<e(|Fe+1) (7)

Beweis: Da die Dichte F’ die Ableitung von F ist, gilt fiir alle x:
F(z)—€||[F'||loo < F(x—¢€)und F(z +¢) < F(z) + € || F'|| o
Nach Definition des Levy-Abstandes ergibt sich
F)—€e||[F'low—€e<Fz—¢—e<Gz)<Flz+e)+e< F(x)+¢€|F|e+e
und somit auch
Fa)—e([F'lle+1) < G(z) < F(z) + € (1Flle + 1)
und man erhilt die Abschétzung:

[F(z) = G(@)| < e (IF oo + 1)
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Bemerkung 4.6 Ist vy wie in Definition 3.1 die GaufS-Funktion zum Parametero,, w € IR,
F e M, so gilt mit Hilfe der partiellen Integration:

[ve—wr@as = - [7 - wFei e - nF@k, @

Einige Rechnungen erfordern, da8 Bilder als Familie von Grauwerten z = (2,),cp € R
geschrieben werden. 7, bezeichne die Projektion eines Bildes z auf den Grauwert z,. Aus
der Definition des nichtlinearen Gauf3-Filters folgt unmittelbar das folgende Lemma:

Lemma 4.7 (Identitéiten) Es sei z = (2,)pep € IR” ein Bild, « € RY, c,0,,0, € RR.
(c)p ist das Bild mit konstantem Grauwert c. Es gilt:

Q- Gam,az (2) Go, a0, (az) 9)
O'm,O'z (Z) - Gam,Uz (_Z) (10)
(Gam,oz 'Z) + (c)'P = Gaac,az (Z + (C)”P) (11)

(WpGax,az z)+c = TGoy 0. (z+ (c)p)

Sind die Grauwerte eines Bildes Realisierungen identisch verteilter Zufallsvariablen, so reicht
wegen (11) aus, Zufallsvariablen zu betrachten, deren Erwartungswert gleich Null und deren
Varianz wegen (9) gleich Eins ist. Betrachtet man identisch normalverteilte Zufallsvariablen,
so reicht es also aus, standardisiert normalverteilte Zufallsvariablen zu betrachten.

Lemma 4.8 (Monotonie des Operators) FEs sei p € P und f ein Bild. Mit f(p) wird
auch G f(p) grifer, d.h. fir alle Bilder z € IR” gilt:

0
a—zpﬂ'pG(Z) >0

Beweis: Nach (2) bzw. (23) von Seite 17 bzw. 111 gilt:

m,G(2) = Nip D90 — vz — 29)%

N, = Zg(p - TW(Zp — )

d 1
d—pr(Zp - Zr) = 770('2711 - ZT)——O'E(ZP - ZT) vreP \ {p}
Mit
Zyp = Zg(p —Q)Y(2p — 24)%

q

gilt :
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0
N2 (=— =
P (aZprGZ)
0 0
= N,—Z,— Z,—N,
Pazp p Pazp p

= Zg(p — @)Y(zp — Zq)zq_iag (2p — 24) Np

z
7P =0 fiir g=p

+ 9(0)P(0)N,

1
- Zp Z g(p - 7)1/1(217 - Zr)_—O_Q (zp - Zr)
= g(0)p(0)N,
1
+ Zzg(p —qQ)g(p —1)(2p — 29) P (2 — Zr)p 'I(Zq — 2p) — (2 — Zp)l'zq
qa T - z, thz'r
=:ap,q,r>0

= gO)p(O)N,+ 3> apgr(zg — 2)2
= gO)WO)N, +> > Opqr [(2g — 2)2q + (2 — 2) 2]

q r<q ~
=(2q—2r)?>0

> 0
d

Definition 4.9 (verrauschte Fliche) Die Grauwerte des Bildes z € IR” seien Realisie-
rungen der Zufallsvariablen Z,. Sind die Zufallsvariablen unabhéingig und identisch verteilt
mit Erwartungswert ¢ € IR und Verteilungsfunktion in M, so heifst z verrauschte Fliche
zum Grauwert c. Fiir ¢ = 0 wird das Bild als Rauschen bezeichnet. Sind die Zufallsvariablen
Z, normalverteilt, so heifit das Rauschen Gaufisches Rauschen.

Die Dichte der Zufallsvariablen Z, werde mit ¥ bezeichnet, ¥ bezeichne die Dichte im
Produktraum:
Op(2) == [[ 9(z) Vz € R”

pEP

Die Dichte der Standardnormalverteilung werde mit ¢ bezeichnet.

Lemma 4.10 Fiir p € P seien Z, identisch verteilte, unabhéingige Zufallsvariablen mit
Dichte 9 und Erwartungswert ¢ € IR. Es sei weiter 9(x + ¢) eine gerade Funktion. Z :=
(Zp)pep bezeichne den Zufallsvektor der Zufallsvariablen Z,. Ist ®: IR” — IR eine mefbare
Funktion, fir welche ®(z) = —®(—z) sowie ®(z + (¢)pep) = ®(2) + ¢ gilt, so ist ® als
Schitzer fir den Erwartungswert E(Z,) erwartungstreu, d.h. E(®(Z)) = E(Z,) Vp € P.
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Beweis: Zunichst betrachtet man den speziellen Fall £(Z,) = 0, d.h. ¥ ist gerade. Es
bezeichne w, die Menge der Bilder z mit ®(z) > 0, w_ die Menge der Bilder z mit ®(z) < 0
und wy die Menge der Bilder mit ®(z) = 0. Die Abbildung z — —z ist dann eine Bijek-
tion der mefibaren Mengen w, und w_. Diese Bijektion induziert auch eine Bijektion der
meflbaren Teilmengen von w; bzw. w_, welche jeweils das gleiche Wahrscheinlichkeitsmaf}
besitzen. Es gilt daher:

/w+ @(Z)ﬁP(Z)dAP — /w, q’(z)ﬁp(z)dAP
und

/ ®(2)9p(2)dN" = [ 0d\P =

wo

und somit:

B@(2) = [ o)

z/w+

Fiir E(Z,) = c # 0 folgt daraus mit Hilfe einer Substitution:
B@(2) = [ 2(:)ip(z)d\
RP

_ /pr 0(2) [T 0(z)dN"

2)d\P

d(z
®(2)0p (2)dNP + / ®(2)0p (2)dNP + / ®(2)0p (2)dA”

|
o

= /P ([(I)(z-l— Hﬁzq-l-c)) d\?
R qeP
- /IRP (@(2) +¢) 11)19(2(1 +¢)d\”

gerade in zg4

= | (= Hﬁzq+chP+/ cHﬁzq+c)d/\P
R qgeEP

~ v v
~" "~

=0 =C

= C
d

Bezeichnung 4.11 Sind die Grauwerte f(p) Realisierungen von identisch verteilten un-
abhingigen Zufallsvariablen Z, mit Dichte 9, so ist auch Gf(p) eine Realisierung einer
Zufallsvariablen, welche mit U,y bezeichnet wird. Es besteht der folgende Zusammenhang:

Yger 9(a = P)V(Zy — Z) - (Z4 — Z)
Yqep 9(q — p)¥(Z, — Z,)

Sind die Zufallsvariablen Z, standardisiert normalverteilt, so wird die Zufallsvariable kurz
mit Uy, bezeichnet.

Upy =2, — (12)
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Lemma 4.12 (Das nichtlineare Gauf3-Filter ist erwartungstreu) FEs seip € P fest
gegeben und 9 eine Dichte mit Erwartungswert ¢ € IR. Die Grauwerte der Bilder z €
IR? seien Realisierungen unabhéingiger Zufallsvariablen mit Dichte 9. Ist 9(x + c) eine
gerade Funktion, so ist das nichtlineare Gaufs-Filter ein erwartungstreuer Schdtzer fir den
Erwartungswert ¢ von Z,, d.h. E(U,y) = E(Z,).

Beweis: Das nichtlineare Gaufl-Filter erfiillt die Identitédten 4.7, so dafi die Behauptung
aus Lemma 4.10 folgt. O

Zunichst ist nun die Verteilung der Grauwerte im gefilterten Bild von Interesse. Um die
Verteilungsfunktion von U, auszurechnen, benétigt man eine Darstellung der Umkehrfunk-
tion von v’ aus Elementarfunktionen. Eine solche Darstellung ist mir nicht bekannt. Eine
empirische Schitzung der Dichten der Zufallsvariablen U, wird im n#chsten Kapitel mit
Hilfe eines Testbildes und speziellen Filterparametern durchgefiihrt. Um das Verhalten des
Filters zu beschreiben, werden nun Erwartungswerte und Varianzen zu verschiedenen sta-
tistischen Modellen untersucht.

Die Untersuchungen der Erwartungswerte der Zufallsvariablen U, sind sehr schwierig, da
Zahler und Nenner des Bruches in (12) nicht unabhéngig sind. Es wird daher eine neue
Zufallsvariable eingefiihrt, welche dhnliche Eigenschaften hat, jedoch leichter zu berechnen
ist. Dazu wird der Nenner in der Formel (3) auf Seite 17 durch Ersetzung von ¢ (f(q)— f(p))
durch ¢(0) nach oben abgeschétzt.

Bezeichnung 4.13 Wie in 4.11 seien die Zufallsvariablen Z, unabhingig identisch verteilt
mat Dichte . Es sei:

. _ Xeer 9(a —p)¥(f(q) — f(p)) - (f(9) — f(p))
Gip) = Jlo)+ e 9(q — p)¥(0)
Yeer 9 —D)W(Zy — Z) - (Z, — Z)

Ypep 9(q — p)1b(0)

Sind die Zufallsvariablen standardisiert normalverteilt, so wird auch hier die Zufallsvariable
kurz mit 'V, bezeichnet.

Voo = Zp+

Der Wert G f(p) liegt immer zwischen f(p) und G'f(p). Da auch dieses Filter die Identitéiten
erfiillt, welche in Lemma 4.7 fiir das nichtlineare GauB-Filter formuliert wurden, folgt aus
Lemma 4.10 die

Bemerkung 4.14 Das Lemma 4.12 gilt analog auch fir das Filter G.

Um einen Eindruck zu bekommen, in welcher Weise das nichtlineare Gauf3-Filter Rauschen
glittet, wird nun untersucht, mit welchem Wert G,, ., f(p) man bei vorgegebenem Wert
fiir f(p) rechnen kann, wenn die anderen Pixel nur zufilliges Rauschen enthalten.
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Bezeichnung 4.15 Die Grauwerte des Bildes z seien fiir alle Pizel ¢ € P\ {p} Realisie-
rungen unabhdngiger identisch verteilter Zufallsvariablen Z, mit Dichte ¥. In p habe das
Bild den den festen Wert z, :== w € IR.

Der Wert Gf(p) ist dann eine Realisierung der Zufallsvariablen

2qeP\{p} 9(q—p)Y(Zy —w) - (Z; — w)
9(0)9(0) + Xyer\(py 9(a — P)Y(Zg — w)
Da die Zufallsvariablen Z, im Zéhler und im Nenner vorkommen, sind Zdihler und Nen-

ner in dieser Formel nicht notwendig unabhdingig. In einigen Fdillen mufS daher mit der
Vereinfachung des Filters gearbeitet werden. Es sei:

2_qeP\{p} 9(q —p)v(Zy —w) - (Z4 — w)
Yqer 9(q — p)b(0)

Sind die Zufallsvariablen Z, standardisiert normalverteilt, so schreibt man kurz Up,, bzw.
Vow-

Upwp i=w +

Vows == w +

E(Vpw) bzw. E(Up,.9) ist eine Version des bedingten Erwartungswertes E(V, 4|2, = w)
bzw. E(Vp9|Z, = w).

Lemma 4.16 (Vergleich spezieller Erwartungswerte) Ist (Z;)scp\(py eine Familie
unabhdngiger, identisch normalverteilter Zufallsvariablen mit Erwartungswert E(Z;) = ¢
und Dichte 9, so gilt:

c<w = c<EUpws) < E(Vpww) <w
w<ce = w<EVpws) <EUpws) <c

Beweis: Mit ¥ werde die Dichtefunktion der Zufallsvariablen Z, bezeichnet. Fiir w > ¢,
gePund o, 8 € R mit o < ¥ yep\ iy 9(P — ¢)¥(0) rechnet man:

I (t—w)g(t—w)i(t) , _ [ wOIw+1)

—0  a+ Yt —w) o+ Bip(t)
/" tp()o(w+1) /°° ty()o(w+1)
oo+ B(t) o o+ py(t)
/oo —tp(—t)w —1) /°° tp(O)9(w +1)
0 o+ B(t) o a+ByY(t)
_ /oo WO +1) —Iw-1)]
0 Q +€¢(t)

<0 Vt>0Vw>c da 9 glockenférmig

Der Nenner wird nun vergroflert, so dafl das Integral
auch grofer wird. Fiihrt man dann die Umformungen
von oben in umgekehrter Reihenfolge durch, so ergibt
sich
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t+w) (t w)]
e~ w0t B

qup\{p}g q—p)¥(0) + By(0)

Fiir die Familie (2, ),ep\p) € RPMP} und ¢ € P gilt fiir w > ¢ :

/ Zq — w)Y(2g — w)V(24) da
ErEP\{p} g r— )1/1(27‘ - ’U)) + ¢(0)¢(0) !

/ (Zq — w)w(zq — w)ﬁ(zq))
—o Y g(r—p)Y(z — w) +¥(0)¥(0) + g(g — p) Y(zg — w)

reP\{ep) Y

J

~

(67

/oo (zq — w)¢(zq — w)ﬁ(zq)

—o > g(r—p)¥(0) +(0)¥(0) + g(g — p)¥(0)
reP\{g,p}

_ /oo (Zq - w)d)(zq - w)ﬂ(zq)d
—o > g(r—p)y(0)

reP

zg < 0

Fiir das Integral iiber die Bilder z € IR” mit z, = w > ¢ ergibt sich damit die Ungleichung:

(2g — w)Ph(2g — w)D(2g) 9(2,)dAP\P)
/IRP\{p} Y orep 1/1(7' - )T/J(Zr - w) rEPl\_!PaQ} (Zr)

= Zq — w w)ﬁ(ZQ) P\{p,q}
= /JRP\{p q}/ ZreP¢ " w(zr — w)dzq H Iz )dN" P

reP\{p.¢}

® (2 — w)p(zq — w)I(2,) d 9(2.)d\P\{p.a}
< /H-Z?\{P a} /oo Z'I‘EP 1/’(T - p)¢(0) “ 7‘6731\_£’J,q} (ZT)

= (g = 0]z = )il (2 )dAP\P)
/IRP\{p} e ¥(r — p)v(0) Tepl\_{p’q} (z)dA

Ist w,, die Menge der Bilder, welche im Pixel p den Grauwert w > ¢ enthalten, so folgt aus
den beiden Ungleichungen:

E(Up,w,ﬁ) = w4+ / Z (g(q — pW(zq — ’(U) (Zq — w) H ﬁ(zr)) d)\P\{p}

wo gepripy \ Zrep 9 = D) (2 —w) iy,

_ws Y (g(q_p) [ ey ) w)ite

H I(z) d)j’\ﬁﬂ)
9€P\{p} rep 9(r = P)U(2r = W) L ep gy
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s Y (g(q_p) PRSI . dAp\{p})

4P\ Ip) o Lrer g0 =P0) epip
= E(Vpws) < w
Analog Lemma 4.10 gilt E(Up,9) = ¢, wenn w = ¢. Da die Erwartungswerte mit w grofier
werden, vgl. dazu Lemma 4.8, gilt auch ¢ < E(U, 4, ») fiir alle w > c.
Die Aussage fiir w < ¢ folgt analog. 0

Bemerkung 4.17 Man kann sagen: Durch die Vergriofierung des Nenners ist der Effekt
der Gldttung nicht mehr so stark, das Filter ist in seiner Wirkung schwdcher geworden. Die
mit dieser Vereinfachung gezeigten Effekte werden also in der Praxis tbertroffen.

4.1.2 Robustheit

Es soll nun nachgewiesen werden, daf das Filter robust gegen kleine Anderungen der Ver-
teilung der Zufallsvariablen Z, der Pixel ¢ € P \ {p} ist, d.h. insbesondere daf der Erwar-
tungswert der Schitzwerte G f(p) lokal Lipschitz-stetig von jenen Verteilungen abhéngt.

Um die Berechnung der Erwartungswerte E(V},,,) zu erleichtern, werden nun zunéchst einige
Bezeichnungen eingefiihrt.

Definition 4.18 Fiir p € P seien:

() = > glg—p)

%) = Y. g(@g—p) = v(p)—g(0)
g€P\{p}
() = Y, g9l@g—p)* < 9(0)y(p)
¢€P\{p}
1 () L
o =0 = g = ppYo(p) =1 — p,9(0)

Bemerkung 4.19 Da Werte der Gaufs-Funktion g,(x) fiir o > 0.7 und x € IR schon sehr
gut mit dem Wert des Integrals der Gauf$-Funktion

tbereinstimmt und zusdtzlich die Gauf-Funktion fir grofle Werte schnell sehr klein wird,
gilt fiir Pizel, welche nicht zu weit am Rand liegen, v(p) ~ 1 und somit auch:

pp ~ 1
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Lemma 4.20 Es seip € P und w € IR. Der Erwartungswert E(V, ., ) ist lokal Lipschitz-
stetig auf der Menge der Verteilungsfunktionen M.

Beweis: Es seien F, H € M zwei Verteilungsfunktionen mit d;,(F, H) < e. Mit den Iden-
titdten aus Anhang A.3 und den Formeln (7) auf Seite 22 und (8) auf Seite 23 gilt fiir die
Erwartungswerte:

EVoswr) 1P)0)
B(Vyauer) = BVt
= T 3 sla=p) [t = wpwle- u)(FO - Koy
= S| o wE - o)
= | [ ot = w) (P - H)
< B [ lou = e (1 F e +0)e
< 7(’;‘352020) o= (P [l +1)e (13)

Das heifit, daf der Erwartungswert E(V, ., ) lokal Lipschitz-stetig auf der Menge der im
Modell verwendeten Verteilungsfunktionen fiir die Nachbarpixel ist. 0

Da das nichtlineare Gauf8-Filter in der Stelle p € P den Erwartungswert E(Z,) schétzt, ist
klar, daB sich im allgemeinen durch Anderung der Verteilungsfunktion von Z, und damit des
Erwartungswertes von Z,, im Wahrscheinlichkeitsmodell, sich auch der Erwartungswert des
Grauwertes des Pixels p im gefilterten Bild éndert. Interessant ist daher die Frage, wie der
Erwartungswert £(V, s) von den Verteilungsfunktionen F' anhéngt, wenn die Verteilungen
den gleichen Erwartungswert haben.

Fiir ¢ € IR sei M, die Menge der Verteilungsfunktionen in M, so daf} gilt: Ist X eine
Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion aus M., so gilt E(X) = c.

Lemma 4.21 Der Erwartungswert E(V, pr) ist lokal Lipschitz-stetig auf der Menge der
Verteilungsfunktionen M..

Beweis: Es seien F, H € M, mit d.(F,H) < €. Da E(V,,, r’) eine Version der bedingten

Erwartung E(V, p|Z,» = w) ist, kann der Abstand der Erwartungswerte |E(V, ) —
E(Vp,m)| wie folgt abgeschiitzt werden:

\E(Vp,pr) = E(Vp,ar)| =
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_ ‘ / (Vo) F () — _°:o E(V}),w,HI)H'(w)dw‘
< [ B ) = BV P ()| + (14
[ BVu) (F/(w) = H(w) dw (15)

Mit Hilfe der Ungleichung (13) fiir |E(V,w,r') — E(Vpw,m)| kann der Summand (14) durch
folgenden Ausdruck nach oben abgeschétzt werden:

np) 4 L e
oo T I F et e [ Flu)d (16)

=1

Fiir die Abschétzung des zweiten Summanden (15) betrachtet man zunéchst:

E(V;J,w,H’) -—w = —w+FE (w + Z (Zq,H’ - w),‘/)(Zq,H’ - w)g(q - p))

7(p)¥(0) a€P\{p}
1

= 00 qepz\{p} E((Zymw — w)(Zym — w)g(q — p))

_ 0@ [
= W0 /f;p(t VH'(t)dt (17)

- m - "(w — !
~ (p)w(0) /_OOW £)H'(t)dt
)

_ 0-270(17 /* ! w
= Soe? H W

Da die Verteilungsfunktionen F' und H in M, liegen, gilt nun fiir (15):

| EWp) (F'(w) = H'(w)) dw

—0o0

= [ (Br) = w) (F'(w) = H'(w)) dw

— o0

Es wird nun die Formel (17) von oben angewendet und dann mit Hilfe
des Satzes von Fubini die Reihenfolge der Integrationen vertauscht.

- /oo <% /OO Wt - w)H’(t)dt> (F'(w) — H'(w))dw

)
v(p)(w /oo(/ 2) Ut —w) ’(t)dt) (F'(w) — H'(w))dw
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Y(P)¥(0) /-0 \J—c0

Yo (p / * ( / * ( 2 ! ! / !
= s —03) ¥'(w — t)(H'(w) — F'(w))dw ) H'(t)dt
7P)Y(0) Joo \J oo
Wie fiir die Berechnung der Formel (13) gezeigt wurde, berechnet das
innere Integral zusammen mit dem Bruch vor den Integralen die Differenz
zweier Erwartungswerte.

_ L(PQ [ ([ o0 vt~ w)(Fw) — B (w))dw) H' (1)t
)

o0

= [ (Bpum) = E(Vyum) H'(t)dt

—0o0

Damit kann der Summand (15) wie der Summand (14) durch den Ausdruck (16) nach oben
abgeschitzt werden. Fiir F, H € M, mit d(F, H) < € erhélt man:

Yo(p) 4
v()¥(0) 2me

[E(Vpr) = EVpur)| < 2 (N F floo +1) - €

Damit sind die Erwartungswerte E(V, p) lokal Lipschitz-stetig auf der Menge der Vertei-
lungsfunktionen M.. 0

Gleichzeitig sind die Filter G und G resistent, vgl. Bemerkung 3.3, d.h. auch bei grofen
Anderungen der Verteilungen einiger Nachbarpixel #ndert sich der Erwartungswert der
Schiitzung G f (p) kaum. Eine starke Anderung des Wertes f(p) kann dagegen eine ungefihr
ebenso starke Anderung des Schitzwertes G f(p) bzw. G f(p) bewirken.

Fiir eine Familie (Hg)p von Verteilungen sei Vow, (), analog V. s definiert. Gilt
dr(F,Hy) < € Yq # p, dann kann |E(Vpu,m) — E(Vpw,(m),)| analog (13) von Seite 30
abgeschétzt werden.

Bemerkung 4.22 Das nichtlineare Gaufs-Filter ist als Schdatzer fir den Erwartungswert
E(Z,) robust gegen Fehler bei der Annahme, daf$ die Grauwerte in einer Umgebung um p
Realisierungen identisch verteilter Zufallsvariablen sind.

Wie die Messungen von M. M. Fleck [Fle92a] zeigen, haben die Verteilungsfunktionen der
Grauwerte realer Bilder in etwa die Form einer Normalverteilung. Da sich mit der Nor-
malverteilung leicht rechnen 148t, wird diese oft an Stelle der unbekannten Verteilung des
Bildrauschens verwendet.
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4.1.3 Berechnung spezieller Werte

Im folgenden seien die Zufallsvariablen Z, unabhéngig und standardisiert normalverteilt,
die Dichte der Zufallsvariablen ist die Gaufi-Funktion, sie werde mit ¢ bezeichnet wird. Es
gelte zusétzlich

1/z

1 2
Qo(z) = ﬁeﬂfiﬂ <—§ (;) )
sodal ¢ = ¢, .

Es werden nun einige Erwartungswerte ausgerechnet und als Graph gezeigt.

Erwartungswert und Varianz von V,

Um einen Eindruck von der Filterung zu geben, wird nun der Erwartungswert E(V, ,,) aus-
gerechnet und graphisch dargestellt. Mit Hilfe der Ungleichungen aus Lemma 4.16 gewinnt
man so auch Informationen iiber den Erwartungswert E(U,,,).

Mit Hilfe der Formel (25) aus Abschnitt A.3 wird nun E(V,,,) berechnet.

1
E(Vb,w) = E (w + M Z (Zq - w)¢(Zq - w)g(q - p))

a€P\{p}
- vt o, 2 B (- 0 wsla—p)
— w+t #(&)0) /_O;(t — W)t — w)p(t)dt
R ool "
= w+ ?(;p)) agtp'\/Ungl(w) (ﬂ w )
Der Bruch %p%l =1 — p,9(0) ist eine mit o, von unten gegen 1 strebende Funktion. Der

Erwartungswert wird in Abbildung 7 auf Seite 39 ohne den Faktor 77"(;’) als Graph fiir
verschiedene Grauwerte w dargestellt. Man sieht, wie der Erwartungswert mit wachsendem
o, kleiner wird. Wird o, immer grofler, so werden immer mehr Pixel in die Glattung mit
einbezogen, der Bereich der Werte w mit |E(V},,,)| < |w| wird immer grofier.

Auch fiir die Berechnung der Varianz von G f(p) bei vorgegebenem Grauwert w fiir Z,, wird
die Formel (25) verwendet:

Var(Vpw) =
i 0 1 Zaer\i)(Ze = w)P(Zg — w)g(a — p)
- ( * 0)(0) )
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~ 1(0)%(0)? qezp\p Var (Z, — w)y(Z, — w)) 9(q — p)°

- et O (((zq —w)p(Z - w) — [ (t=w)(t - w)so(t)dt)Q)

= e | (= wts = w) - [Tt whie - wiptt)dr) el

— 72(p) 1 o 5 2
~? Y(0)? /,oo ((S—w)w(s—w)wze@ M(w)) p(s)ds

Ohne den Bruch ist die Formel in Abbildung 7 auf Seite 39 als Funktion von o, fiir ver-
schiedene Werte fiir w dargestellt.

Die Varianz wird mit wachsendem o, sehr klein, es gilt:

%2(p) _ Zgervny 90 = )° _ 9(0)7(p)
v(p)? 7(p)? ~ 7(p)?

< 11pg(0)

Halbierung des Grauwertes

Ist das Bild eine verrauschte Fliche mit Grauwert Null und wollen wir das Rauschen halbie-
ren, so fragen wir uns, welche Parameter wir wihlen miissen. Wir gehen davon aus, dafl das
Pixel p den Grauwert w besitzt. Angenommen, der Parameter o, der Filterung liegt fest.
Wie grofl mufl nun das o, sein, damit der Erwartungswert des Grauwertes des Pixels p nach
der Filterung %w betragt. Das Pixel p liege in der Mitte des Bildes, so dafl angenommen
werden kann, dal v(p) = 1 gilt. Gesucht ist o, mit:

- w ’Yo(p) o20 w L
B O M Ca

—w-p(0) 4
2% (@) 1)

w
2

=
—
=
N

Mit der Approximation von oben gilt:

Y%(p)  —w-(0)

1=90) ~ v(p) 2020 /(@)
é@(o) ~ 202w’.w(0)(w) o

z@\/@

o 2026 () (0) %:_h(wa)
v wp(0) + 202¢ () 17
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Ist hy(w,0,) < 0, so gibt es kein o, mit der gesuchten Eigenschaft. Fiir einige Werte w
wurden die Funktionen o, — h;(w,o,) berechnet:

o, + hi(w,o,) fiir w=1.0,2.0,3.0,4.0,5.0

Bemerkung 4.23 Soll also der Erwartungswert E(Vy,,) nur halb so grof§ sein wie w, so
muf das o, etwas gréfier als w gewdhlt werden. Der Wert des Parameters o, kann dann
klein (c.a. 1) sein. Im Falle einer nicht standardisierten Normalverteilung heifit das: Ist c
der Erwartungswert der unabhdngig identisch normalverteilten Zufallsvariablen Zg, so sollte
man also o, etwas grofler als |w — c| wihlen und o, sollte etwa eins betragen.

Ersetzung des Nenners durch seinen Erwartungswert

Um die Berechnungen der Erwartungswerte durchfiihren zu kénnen, wurde die Zufallsvaria-
ble V, ., eingefiihrt, welche sich durch Abschétzung des Nenner aus der Zufallsvariablen U, ,,
ergeben hat. Die Varianz des Nenners wird fiir grofle Werte des Parameters o, klein. Ebenso
wird die Varianz des Nenners fiir grole Werte von w klein. Man kann daher den Nenner
auch durch seinen Erwartungswert ersetzen und dies als Approximation des nichtlinearen
GauB-Filters auffassen. Die Berechnungen, welche fiir die Zufallsvariable V}, ,, durchgefiihrt
wurden, werden nun fiir diese Approximation noch einmal durchgefiihrt. Es seien also wieder

Z,,q € P\ {p}, unabhéngige, standardisiert normalverteilte Zufallsvariablen. Der Grauwert
im Pixel p nehme den festen Wert w € IR an. Statt

2 qeP\{p} 9(q — p)o'(Z; — w)

Upw = w —
P =T 5 0)9(0) + Xgerip 900 — D) (Zg — w)

wird nun die Zufallsvariable

U - w— 2 qeP\{p} 9(q — p)o2'(Z, — w)
o 9(0)9(0) + Xger\ipy 9(¢ = P)E(P(Z, — w))
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B > ger\(p} 9(q — D)oV (Zy — w)
9(0)¥(0) + Xger\py 9(a — p) [75% ¥ (t — w)ep(t)dt
_ 2qeP\{p} g(qg— p)O?W(Zq —w)
9(0)(0) + Vow\/%(w)

betrachtet.

Der Erwartungswert fiir Uy, berechnet sich wie folgt:

. Y ger\ip} 900 — p)o? [0, W' (t — w)ep(t)dt

EUpw) = w-— 9(0)$(0) + %P /777 (w)
. w(P) i ¢ Jer (W) (19)
9(0)%(0) + 10 (P)? /g (w)
- 0_2 1 g, —0t
= w—w-(0+1)1+ (0)y(0) <—> w)

Yo (P)‘P\/ag?(w)

Da dieser Erwartungswert F (ﬁp,w) nichtlinear von o, abhéngt, wird er fiir o, = 0.75 und
o, = 1.5 in Abbildung 8 auf Seite 40 als Funktion von o, gezeigt. Die Kurven lassen sich
durch ihren Wert bei o, = 0 den Werten w zuordnen.

Da ¢(0) + v(p) = 7v(p) gilt, kann der Nenner in (19) abgeschétzt werden:
9(0)%(0) + % (@)¢, frrr(w) < g(0)%(0) +70(p)(0) = 7(p)1(0)

Durch Vergleich von E(V,,,,) und F(U,,) mit Hilfe der Formel (18) auf Seite 33 und (19)
erhilt man eine zu Lemma 4.16 analoge Aussage.

Bemerkung 4.24 Durch die Ersetzung des Nenners durch seinen Erwartungswert gilt fir
we€ R0 < E(Upw) < E(Vpw) < w. Nach Lemma 4.16 gilt dies auch fir den Erwar-
tungswert E(Up,,). Die Erwartungswerte scheinen gut ibereinzustimmen.

Im Hinblick auf eine Iteration des Filters stellt sich die Frage, welches ¢, man wihlen
muB, damit der Erwartungswert E(U,,,) die Hilfte von w betriigt. Die Werte werden nun
berechnet und geben einen Anhaltspunkt, fiir welche Parameterwerte E(U,,,) die Hilfte
von w betrigt.
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2

& g0)%(0) +20(p)e /) = 200) 570 fr(w)

=

& 90000) = Wwlp)e ) g T
P(0) i+l wlp) _ 1—pmg(0) o
¢ famwor =1 g(0) m9(0)  ppe(0)
¥(0) o2+1 41

& oo = ppp(0)

2
= 0y 2 Up®p

(0)

-1

37

Mit der Gleichung E(U,,,) = 2 ist 0, von w und o, abhéngig. Fiir einige Werte w wird o,
nun in Abhéngigkeit von o, gezeichnet.

02+ ha(os,w),w = 1.0,2.0,3.0,4.0, 5.0, 10.0, 20.0

Bemerkung 4.25 Es zeigt sich, daf§ man bei diesem Operator mit kleineren Werten fiir

o, auskommt, als bei G, welcher auf die Zufallsvariable V,, ,, gefihrt hat. Gerade bei grofien
Werten fiir o, nimmt die Varianz des Nenners stark ab, so daf$ gerade dann die gezeigten
Werte das Verhalten des Filters G, », gut beschreibt.

In dem folgenden Graphen sieht man sehr schén, dal ab einer bestimmten Filtergrofie
eine weitere Vergroflerung der Filterumgebung nicht mehr viel niitzt. Es wird der beding-
te Erwartungswert fiir verschiedene Werte sowohl fiir o, als auch fiir w gezeigt. Wegen

lim,, o E(U,,) = w findet man sich im folgenden Diagramm leicht zurecht. Der bedingte

Erwartungswert ist fiir w € {1,3,5} und o, € {0.75,1.5, 3.0} als Funktion auf o, berechnet
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worden:

P N W~ 01 O

> __0,=30
- o, =3
\:
~.
.
-
.
e —. T~
- -
AN ~. T
N S Tre—
AN

0y — E(Up,w),w = 1.0,3.0,5.0

38
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Zur Veranschaulichung von E(V},,,) sind die Funktionen
2,1 Sr o —
0, w4+ ach\/@(w) fiir w = 0.5,1,1.5,2,2.5,3, 3.5,4 dargestellt.

- B
e L —
s T —
s e -
e o —
7 e -
// - -
s -
/ o e
e Py -
s .
. _ ~
T ~ -
o L T I N

Als obere Schranke fiir die Varianzen Var(V, ) sind folgende Funktionen dargestellt:
oy W 75 (s —w)yp(s —w) — [Z(t —w)yp(t — w)go(t)dt)2 @(s)ds fiir w = 1.0,2.0,3.0,4.0

o

Abbildung 7: Erwartungswerte und Varianzen der Zufallsvariablen V},,,

39
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0. — E(U, ) fir w=0.5,1.0,1.5,2.0,2.5,3.0,3.5,4.0,5.0,6.0, o, =0.75

Abbildung 8: Erwartungswerte der Zufallsvariablen U, ,

40
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4.2 Verstirkung der Filterwirkung

Definition 4.26 (Das nichtlineare Gauf3-Filter) Die Darstellung (3) auf Seite 17 er-
laubt die Filterwirkung mit Hilfe eines Faktors zu verstirken. Die Definition des nichtlinea-
ren Gauf-Filters wird nun um den Faktor n erweitert.

Grnounf ) = F®)+1Y = 90—/ (0) ~ FB) - (F(a) ~ ()

qeP p

Analog wird nun die Definition der Zufallsvariablen Up,w um den Faktor n erweitert:

quP\{p} g(q— p)U§¢I(Zq —w)
9(0)%(0) + 70 (p) J7% Y (t — w)p(t)dt
Yger\(p} 9(0 — D)o (Zy — w)

¥(0) + 70(29)%0\/%(?0)

Up,w = w-—n

Um die Wirkung des Faktors zu zeigen, werden in Abbildung 9 die Diagramme aus Ab-
bildung 8 fiir n = 1.3 gezeigt. Wie man im Graphen sieht, wird mit dem Faktor n die
Glattung verstarkt, ohne dafl auf die Robustheit des Verfahrens verzichtet wird, da auch
hier nur Pixel mit kleiner Grauwertdifferenz in die Glattung einbezogen werden.

Der Faktor sollte so gewéhlt werden, dafl w und E(U,,,) das gleiche Vorzeichen haben.

Die Einfiihrung dieses Faktors ist nur durch die Zerlegung der Formel in die Summe
aus dem Grauwert f(p) und dem Term fiir die Glattung moglich. Auch einige Filter
der Literatur machen die Gewichte der Filterung von Grauwertdifferenzen abhéngig, vgl.
[F1e92b, WVL81, SMCM91, Lee83]. Keines dieser Filter ist jedoch in dieser Form zerlegt
worden, so dafl auch ein solcher Faktor noch nicht eingefiihrt wurde. Ich denke, daf§ einige
Verfahren der Literatur mit weniger Iterationsschritten auskommen wiirden, wenn man sie
analog darstellt und um den Parameter n erginzt.

Lemma 4.27 (Wahl des Faktors 7) Ist das Rauschen standardisiert normalverteilt, so
besitzt fiir
o2+1

o

n<

der Wert w und E(U,,,) das gleiche Vorzeichen.

Beweis:

0 < w-E,y,)
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241
o3 %(P)¢. /777(0)
2
1
<=n < 02_;
o

O

Bemerkung 4.28 Ist o, doppelt so grof§ wie die Varianz des Rauschens, welche hier als 1
angenommen wurde, so sollte n kleiner als 1.25 gewdhlt werden. Entspricht o, der Varianz
des Rauschens, so sollte n kleiner als 2 sein. In der Prazis habe ich vielfach mit n = 1.3
gerechnet und gute Ergebnisse erzielt. Fir grofies o, mufl der Faktor nahe 1 gewdhlt werden,
so daf die Filterung einem linearen GaufS-Filter entspricht.
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o, — E(U, ) fir w=0.5,1.0,1.5,2.0,2.5,3.0,3.5,4.0,5.0,6.0, 0, =0.75, =13

o, — E(U, ) fir w=0.5,1.0,1.5,2.0,2.5,3.0,3.5,4.0,5.0,6.0, 0, =15 n=13

Abbildung 9: Erwartungswerte der Zufallsvariablen U, ,

43
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4.3 Spezielle Bilder

Da die folgenden Betrachtungen fiir Bilder ohne Rauschen durchgefiihrt werden, wird eine
eindimensionale Version des Filters verwendet. Zur Vereinfachung wird mit einer kontinu-
ierlichen Version des nichtlinearen Gauf3-Filters gearbeitet, welche nun bereitgestellt wird.

Definition 4.29 (Kontinuierliche Version des nichtlinearen Gauf3-Filters) Ist f :
IR — IR eine beschrinkte Funktion, so dafs
25 $ou (5 — 2)U(f(s) — f(x)) f(s)ds

J2% ou(s = 2)0(f(s) — f(z))ds
existiert, so bezeichnet G gleichzeitig diese kontinuierliche Version des nichtlinearen Gauf-
Filters.

Gf(x):=

Fiir die kontinuierliche Version gelten die Identitéiten aus Lemma 4.7. Wegen ¢, (az) =
aupez (z) gilt zusdtzlich das folgende

Korollar 4.30 (Identitit der kontinuierlichen Version) Fir ¢ € IR bezeichne @, :
T %:1: die Division durch c. Ist f : IR — IR eine Funktion, fir die Gf(z) fir alle z € IR

existiert, so gilt fir o € IR:
Gaax,az [f o (ba] - [Gawaz f] o (I)a
Zunéachst wird nun eine Kante betrachtet. Die Kante sei durch
f(z)
1

-1 z<0

flz) = { 1 sonst -1

gegeben. Nach der Filterung erhélt man die Funktion G f () mit

[ 2 0n()6(0) -0 ds+ 1% 0, (J02) -2 ds
T2 0n.(5)0(0) ds + % g0 (5)0(0) ds
5 [ 00, (5)(2) ds
T2 o (3)00) ds + 1 oo (5)0(2) 05
V(2) [2% 0, (8) ds
7> 00 GI@) = =2 @) ds + 1% g ()00 ds
(@) [ E o (s) ds
SO T oo (5) dot $(0) = o)

r<0: Gf(zx) =

-1

= —2. +1
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Profile von f und Gf nach einer Filterung mit o, = 1.0
Die Sprunghshe nach der Filterung als Funktion von o und o, € {0.5,1.0,1.5,2.0,2.5,3.0,3.5,4.0,4.5,5.0}

Abbildung 10: Filterergebnis einer Kante

Fiir den Grenzwert 2 — 0 kann man [°__ g(s)ds kiirzen:

| 2@ (@) - v0)
ARG = ST e@ T v+ )

29 B0 ()
A GI@ = 1= S 0@~ w(0) )

Bemerkung 4.31 Die Funktion G f ist also immer unstetig. Es ergibt sich in Abhdngigkeit
von o, die Sprunghdhe

| L (0) — b(2)
Jm Gf @) = Jim Gf@) =20 00

Der linke Graph in Abbildung 10 zeigt, wie die Sprunghthe mit wachsendem ¢, abnimmt.
Um einen Eindruck der Filterresultate zu geben wird in dieser Abbildung im rechten Gra-
phen f und Gf fiir verschiedene Parameter gezeigt.

Bemerkung 4.32 Man sieht: Ist der Parameter o, doppelt so grofi wie die Sprunghdhe
der Kante, so ergibt eine weitere Vergrifferung der Parameters o, keinen wesentlichen
Unterschied 1m Filterergebnis. Mdchte man Kanten einer bestimmten Hdhe erkennen, so
sollte man das o, ungefihr halb so grofi wie die Kante wdhlen, damit ein Sprung ibrig
bleibt.

Nun wird die Wirkung des Filters auf eine unverrauschte Rampe untersucht. Ist im Bild
ein relativ flacher Ubergang von einer Grauwertfliiche zu einer anderen zu sehen, so wird
der Ubergang durch das Filter mit den richtigen Parameterwerten leicht versteilert. Dieser
Effekt wird nun an einer ungeraden Funktion gezeigt.

Bemerkung 4.33 Es sei ® die Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung,
f die Funktion x — 2®(z) — 1. In dem folgenden Graphen ist diese Funktion f und Gf
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fir o, = 0.5 und o, = 3 zu sehen, wobei Gf mit der stetigen Variante des nichtlinearen
Gau-Filters berechnet wurde; die steilere Linie im Graphen zeigt die Funktion G f. Diese
Versteilerung hdngt vom Parameter o, ab und kann fir ungerade, monoton wachsende,
zweimal stetige differenzierbare Funktionen gezeigt werden.

; 17 - _
fffff Gf W
r ./
wwwwwwwww ‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\7/\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\
-4 -3 -2 S 1 2 3 4
o ——" ]

Das beobachtete Verhalten ist fiir die Iteration interessant. Im nichsten Kapitel wird sich
die Versteilerung als hilfreich erweisen, Kanten auch bei viel Rauschen gut zu erhalten. Das
folgende Lemma kann mit Hilfe der Identitdten auf Rampen mit anderer Sprunghthe und
Steigung umgerechnet werden.

Lemma 4.34 (Versteilerung) Fs sei f: IR — [—1,1] eine ungerade, stetig differenzierba-
re Funktion, deren Ableitung iberall positiv ist und in Null ein globales Maximum besitzt. Ist
o, grofer als 1, so ist die Ableitung von G f in Null kleiner als die von f, und die Funktion
wird flacher. Nur mit o, kleiner als 1 kann fir f eine Versteilerung erreicht werden, welche
dann auch von o, abhdngt.

Beweis: Als Merkmal der Versteilerung wird die Ableitung von G f in Null berechnet. Da
der Nenner eine gerade Funktion ist, ist die Ableitung des Nenners im Punkt Null auch
Null:

N@) = [ glt-a)((®) - f)at
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so gilt mit N'(0) = 0 und der Quotientenregel:

[GF1'(0) = f(0) + = f'(0) +

Es gilt damit:
dr a0 /oo (F (8) = f(2))g(t — 2)0(f(t) — f(z))dt
J2% 9(t = 0)p(f(t) — f(0))dt

Fiir den Zé&hler ergibt sich mit den Identitdten der Gauf-Funktionen und der partiellen
Integration:

[GfT(0) = F'(0) +

; / T (F() = F@)g(t — 2)(f(t) - fla))dt

dx |z=0 J—o00

= [[E ot awio - o) a

—o0 | dT |z=0

[GFT'(0) = f(0) +

(20)

Da die Funktion f in Null die groite Ableitung besitzt, ist der Term (f'(0) — f'(¢)) immer
grofer Null. Mit o, > || f||ec wird der Zéhler also immer negativ und die Ableitung verklei-
nert, die Funktion G f ist nicht steiler als f. Fiir geeignete Funktionen f ist der Zahler bei
kleinem o, und geeignetem Wert fiir o, positiv und die Funktion G f ist in der Stelle Null
steiler als f, wie im Beispiel oben gezeigt wurde. 0

Bemerkung 4.35 In Lemma 4.3/ ist nur das Vorzeichen von [Gf]'(0) — f'(0) betrachtet
worden. Wiirde man die kontinuierliche Version um den Faktor n analog Abschnitt 4.2
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[Gf](0) — f'(0) fiir 0, = 0.5 und f(z) = 2®(z) — 1 als Funktion von o,.

Abbildung 11: Versteilerung von Rampen

erweitern, so bleibt dieses Vorzeichen unabhdingig vom Wert des Faktors n gleich. Damit gilt
das Lemma 4.34 auch fiir eine kontinuierliche Version des Filters, welche einen Parameter

1 enthdlt.

Fiir die Stammfunktion der Gau-Funktion ®(z) ist Lemma 4.34 schon in [SMCMO91] fiir
das o-Filter behauptet und auf einem anderen Weg begriindet worden. In dieser Arbeit
wurde jedoch keine Formel angegeben. Im Anhang wird fiir die Berechnung der Formel nur
benutzt, dafl ¢/ eine gerade Funktion ist.

Bemerkung 4.36 Fiir die Funktion x — 2-®(z) — 1 wird in Abbildung 11 [Gf]'(0) — f'(0)
mit 0, = 0.5 gezeigt. Die Werte werden als Funktion von o, aufgetragen. Man erkennt, wie
mit wachsendem o, die Versteilerung der Rampe zunimmit.
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4.4 Zusammenfassung

Unter gewissen Annahmen ist das nichtlineare Gauf-Filter ein erwartungstreuer Schitzer
fiir den Erwartungswert der Grauwerte. Die Erwartungswerte der Schitzungen eines sehr
dhnlichen Schétzers erwiesen sich als lokal Lipschitz-stetig auf der Menge der beliebig oft
differenzierbaren Verteilungsfunktionen. Wegen der engen Beziehung dieser beiden Schétzer
wird auch das nichtlineare Gaufl-Filter robust genannt. Gleichzeitig wurde in Bemerkung
3.3 auf die Resistenz des Filter hingewiesen, d.h. daB groBe Anderungen von einzelnen
Grauwerten in der Umgebung eines Pixels den Grauwert dieses Pixels im gefilterten Bild
kaum verdndert.

Es ist damit gerechtfertigt, die Untersuchungen beziiglich Rauschen mit Hilfe der Nor-
malverteilung durchzufiihren, da diese der Verteilung des Rauschens auf den Bilder nahe
kommt. Fiir den Fall, dafl der Grauwert eines Pixels im Bild bekannt ist und die Grau-
werte in der Umgebung des Pixels unabhéngig standardisiert normalverteilt sind, wurden
Formeln fiir den Erwartungswert sehr dhnlicher Operatoren angegeben, welche das nicht-
lineare Verhalten des nichtlinearen Gauf-Filters demonstrieren.

Fiir die Iteration des nichtlinearen GauB-Filter ist die Wirkung des Filters auf Rauschen,
Kanten und steile Rampen wichtig. Es wurde gezeigt, wie das nichtlineare Gauf-Filter
Rampen zum Teil steiler werden 14t. Kanten bleiben nur dann erhalten, wenn das o, kleiner
als die halbe Kantenhohe ist. Zur Versteilerung von Rampen mufl auch der Parameter o,
eine gewisse Grofle haben.

Durch Einfiihren des Faktors n wird das nichtlineare GauB-Filter leicht modifiziert, so dafl
n eine Verstirkung der Filterwirkung angibt. Die Wahl des Wertes von 7 setzt aber die
Kenntnis vom Verhiltnis der Standardabweichung des Rauschens und des Parameters o,
voraus.
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5 Die Gaul}-Filterkette

5.1 Iteration von nichtlinearen Filtern

Wie beim nichtlinearen Gauf3-Filter ist bei vielen Filtern das Rauschen im Bild nach einer
Filterung noch nicht ganz verschwunden. Zur Untersuchung solcher Filter ist daher oft
auch die Iteration betrachtet worden, vgl. [SMCMO1], [F1le92b], [WVLS81]. M.M. Fleck hat
bei der Iteration den Parameter, welcher vom Rauschen abhingt, lokal im Bild an das
Rauschen angepafit. Ist das Rauschen und die Wirkung des Filters bekannt, so kénnen
die Parameterwerte der Filter in jedem Schritt entsprechend gewihlt werden. Unter der
Annahme, das Rauschen auf dem Bild sei iiberall gleich, ist es moglich, die Parameter an
das Bild anzupassen.

Es wurde in keiner mir bekannten Arbeit darauf eingegangen, dafl Kanten, welche im Bild
oft als steile Rampen zu sehen sind, sich wihrend der Filterung in ihrem Profil veréindern.
In Bemerkung 4.36 ist in dem Zusammenhang der Versteilerung der Rampen und des Para-
meters o, des nichtlinearen Gauf3-Filters hingewiesen worden. Die Verdnderung der Filter-
umgebung U(p) bzw. des Parameters o, ist daher auch wihrend der Iteration notwendig.
Ist die Kantenhohe einer Kante kleiner als die Standardabweichung des Rauschens, so wird
bei einer Filterung neben der Glattung des Rauschens auch die Kante zu einer Rampe
verformt. Es liegt nahe, in weiteren Filterschritten einer weiteren Glittung des Profils der
Rampe entgegenzuwirken.

Fiir die nichtlinearen Filter ist mir nur Literatur bekannt, in welcher die Iteration mit glei-
chem Parameterwert fiir die Gréfle der Filterumgebung untersucht wird. Im folgenden wird
gezeigt, dafl gerade eine schrittweise Verdnderung der Filtergrofle Kanten gut hervortreten
1aBt. Die Genauigkeit der Lokalisation von Kanten hingt damit vom Rauschen in der Néhe
der Kante ab.

5.2 Filterketten als Operatoren

Es sollen nun die Parameter des nichtlinearen Gauf-Filters in jedem Filterschritt gezielt
verdndert werden. Es wurden auf vielen Bildern die unterschiedlichsten Parameterwerte
getestet. Am besten wirkte die folgende Vorgehensweise:

Definition 5.1 (GauB-Filterkette) Fiir o,, 0,, n € IR" heifit die dreimalige Verwen-
dung des nichtlinearen Gauf-Filters gemdf

G oG%UMoGl

1
20’255”25’7 50'.’40;20'71 57

GauB-Filterkette. Der Parameter o, wird bei dieser Methode schrittweise grofier und der
Parameter o, immer kleiner. In den folgenden Untersuchungen gilt oft n = 1, in diesem
Fall wird auf die Angabe von n verzichtet und die Gauf$-Filterkette kurz mit Go G,, 5, 0 G
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bzw. GGG bezeichnet. Die einzelnen Filterungen mit dem nichtlinearen Gaufs-Filter werden
Filterschritte genannt.

Ist das Rauschen im Bild grofier als die Intensitédtsidnderung der Grauwerte an einer Kante,
so kann man mit einer solchen Filterkette

e im ersten Filterschritt mit kleinem o, das Rauschen leicht glétten, ohne die Kante
zu sehr zu verdndern,

e im zweiten Filterschritt weiter glitten und mit geméBigtem o, die Kante weitge-
hend erhalten, um dann

e im dritten Filterschritt mit kleinem o, und groflem o, das restliche Rauschen zu
glatten und die Kante stark hervortreten zu lassen.

Mit diesem Vorgehen erhilt man ein Filter, welches im Bild Bereiche mit nahezu gleichem
Grauwert erzeugt und Kanten verstdrkt. Soll nur das Rauschen gegléittet werden, aber
Rampen nicht versteilert, so sollte man hochstens zwei Filterschritte durchfiihren, wie die
weiteren Betrachtungen zeigen werden.

Ist eine Kante im Bild gegeniiber der Standardabweichung der Rauschens klein, so nehmen
wir einmal an, die Kante hitte nach den ersten zwei Filterschritten in etwa ein Profil,
als wire sie mit zwei linearen Gaufl-Filtern gefiltert worden. Diese linearen Gauf-Filter
entsprechen einem linearen Gauf3-Filter der Varianz ,/% + 1 - 0,. Ist das Rauschen nach
diesen ersten beiden Filterschritten viel kleiner als die Rampenhéhe, so kann mit Hilfe der
Identitéaten 4.7 aus Abbildung 11 auf Seite 48 abgelesen werden, dafl der dritte Filterschritt
der Gauf3-Filterkette bei entsprechend kleinem Wert fiir o, die Rampe wieder steiler werden
1a8t. Im folgenden wird dieses Verhalten genauer untersucht.

Bemerkung 5.2 (Anzahl der Filterschritte) Da im ersten Filterschritt der Parameter
oy Schon etwas grifier als % sein muf, damit dieser Filterschritt etwas bewirkt, ist das o,
im letzten Filterschritt grofier als 3. Fir die meisten Bilder ist dies schon recht grofs, so
daf$ ein vierter Filterschritt nicht mehr sinnvoll erscheint.

Diese Filterung wird im weiteren untersucht. Um den Effekt der Verdnderung von Kanten zu
zeigen, wird die Wirkung der Filterkette zunéchst fiir eine Kante ohne Rauschen untersucht.

5.3 Die Wirkung auf unverrauschte Kanten

Es wird nun die Wirkung der Filterkette auf unverrauschte Kanten betrachtet. Da die Kan-
te kein Rauschen enthéilt, kann die Filterung im eindimensionalen untersucht werden, vgl.
Lemma 3.5. Als Modell fiir die Kante wird die Funktion f(z) = 4x(o,cc] Verwendet, welche
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an den Stellen ..., —1.5,—0.5,0.5, 1.5, ... abgetastet wird. Diese Abtastung ist mit verschie-
denen Parametern gefiltert worden, wobei eine eindimensionale Version des nichtlinearen
GauB-Filters verwendet wurde. Fiir einige Parameter wird in den Abbildungen 12 bis 14
die Ausgabe der Filterkette gezeigt. Die angegebenen Werte sx und sz beziehen sich auf die
Parameter o, bzw. o, der GauB3-Filterkette. Der Wert des Differenzenquotienten im Punkt
Null ist fiir die Ausgabe der verschiedenen Filterschritte angegeben. Die durchgezogene Li-
nie ist die Funktion f, die Anzahl der Punkte in den unterbrochenen Linien wichst mit der
Anzahl der Filterschritte, so dafl die Linie, welche mit je drei Punkten unterbrochen ist,
das Ergebnis der Filterung mit G o G, ,, o G zeigt.

In Abbildung 12 werden die Funktionen fiir verschiedene Werte des Parameters o, gezeigt.
Dabei sieht man, wie die Kante bei der ersten Filterung flacher wird, in der zweiten Fil-
terung auch noch ein bifichen flacher, um dann nach der dritten Filterung wieder steiler
zu werden. Nun kann mit einfachen Verfahren die Kante erkannt werden. Man sieht, dafl
sich Filterergebnisse gemifl der Identitét 4.30 der kontinuierlichen Version verhalten. Es ist
daher wesentlich interessanter, das Verhalten des Filters beziiglich o, zu betrachten.

Wiirde die Filterung im zweidimensionalen durchgefiihrt, so wiirde man mit o, = 2.0 schon
sehr viel Rauschen glitten, wie im nichsten Abschnitt zu sehen ist.

Bemerkung 5.3 In Abbildung 12 ist die Kante im dritten Filterschritt deutlich zu sehen,
obwohl in der ersten Filterung ein o, von der Hohe der Kante gewdhlt wurde. Damait stimmit
das Verhalten auch im diskreten mit den Ergebnis aus Lemma 4.34 auf Seite 46 tiberein.

In den Abbildungen 13 und 14 werden die Funktionen fiir verschiedene Parameterwerte o,
gezeigt. In jedem diesem Fille ist die Funktion G, ,, o Gf flacher als G f. Ubersteigt o, die
halbe Kantenhohe, so wird die Funktion in der dritten Filterung noch flacher. Man erkennt
deutlich, wie man den Parameter o, im Hinblick auf die gesuchte Kantenhohe einstellt.

Bemerkung 5.4 (Erhaltung von Kanten) Der Parameter o, der Gauf-Filterkette
sollte kleiner als die halbe Kantenhdéhe sein, wenn diese Kante als steile Rampe erhalten
bleiben soll.

Die Abbildung 15 zeigt Graphen welche analog zu denen aus Abbildung 13 berechnet wur-
den. Der Parameter 1 der GauB-Filterkette wurde hier mit 1.5 belegt. Die Kante wird in
den gezeigten Graphen im ersten Filterschritt zu einer Rampe, welche dann im letzten
Filterschritt wieder versteilert wird. Die Wirkung des Parameters 7 hebt sich in diesen Fil-
terungen weitgehend auf. Da mit groflerem Parameterwert fiir n aber das Rauschen besser
geglittet wird, kann auf diesen Parameter der GauB-Filterkette nicht verzichtet werden.
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sx =1.00

sz =2.00

Differenzenquotient_1 = 3.46
Differenzenquotient_2 = 3.08
Differenzenquotient_3 = 3.58

93

sx = 1.50

sz =2.00

Differenzenquotient_1 = 2.75
Differenzenquotient_2 = 2.36
Differenzenquotient_3 = 3.21

sx = 2.00

sz =2.00

Differenzenquotient_1 = 2.35
Differenzenquotient_2 = 1.98
Differenzenquotient_3 = 2.95

sx = 4.00

sz =2.00

Differenzenquotient_1 = 1.69
Differenzenquotient_2 = 1.34
Differenzenquotient_3 = 2.33

sx = 8.00

sz =2.00

Differenzenquotient_1 = 1.35
Differenzenquotient_2 = 0.99
Differenzenquotient_3 = 1.85

Abbildung 12: Versteilerung mit verschiedenen Parametern o,
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o4

sx =2.00

sz=1.00

Differenzenquotient_1 = 3.56
Differenzenquotient_2 = 3.82
Differenzenquotient_3 = 3.93

sx =2.00

sz=1.50

Differenzenquotient_1 = 2.80
Differenzenquotient_2 = 2.99
Differenzenquotient_3 = 3.65

sx =2.00

sz=2.00

Differenzenquotient_1 = 2.35
Differenzenquotient_2 = 1.98
Differenzenquotient_3 = 2.95

sx =2.00

sz=2.50

Differenzenquotient_1 = 2.10
Differenzenquotient_2 = 1.45
Differenzenquotient_3 = 1.94

sx =2.00

sz=23.00

Differenzenquotient_1 = 1.95
Differenzenquotient_2 = 1.19
Differenzenquotient_3 = 1.32

Abbildung 13: Versteilerung mit verschiedenen Parametern o,
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95

sx = 2.00

sz=400 T e e
Differenzenquotient_1 = 1.80
Differenzenquotient_2 = 0.96

Differenzenquotient_3 = 0.81

sx = 2.00

sz =5.00

Differenzenquotient_1 = 1.73
Differenzenquotient_2 = 0.87
Differenzenquotient_3 = 0.62

sx = 2.00

sz =6.00

Differenzenquotient_1 = 1.69
Differenzenquotient_2 = 0.82
Differenzenquotient_3 = 0.52

Abbildung 14: Versteilerung mit verschiedenen Parametern o,
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26

sx =2.00

sz =1.00

eta = 1.50
Differenzenquotient_1 = 3.34
Differenzenquotient_2 = 3.93
Differenzenquotient_3 = 3.90

sx =2.00

sz =1.50

eta = 1.50
Differenzenquotient_1 = 2.20
Differenzenquotient_2 = 2.50
Differenzenquotient_3 = 3.79

P SR

sx =2.00

sz =2.00

eta = 1.50
Differenzenquotient_1 = 1.52
Differenzenquotient_2 = 1.28
Differenzenquotient_3 = 2.25

sx =2.00

sz =2.50

eta = 1.50
Differenzenquotient_1 = 1.15
Differenzenquotient_2 = 0.91
Differenzenquotient_3 = 1.22

sx =2.00

sz =3.00

eta = 1.50
Differenzenquotient_1 = 0.93
Differenzenquotient_2 = 0.80
Differenzenquotient_3 = 0.84

Abbildung 15: Versteilerung mit verschiedenen Parametern o, und n = 1.5




5 DIE GAUSS-FILTERKETTE S7

5.4 Die Wirkung auf verrauschte Flichen

In Definition 4.9 sind die Begriffe ,verrauschte Fliche“ und , Gaufischen Rauschen® ein-
gefithrt worden. Fiir eine verrauschte Fliche mit Gaufischen Rauschen wird nun die Dichte-
funktion der Grauwerte nach einer Filterung mit der GauB-Filterkette ermittelt. Aufgrund
der Identitdten 4.7 konnen die Zufallsvariablen als standardisiert normalverteilt angenom-
men werden.

Nach Bemerkung 4.11 erhélt man aus den unabhéngig standard normalverteilten Zufallsva-
riablen (Z,),ep mit Hilfe des nichtlinearen Gaufi-Filters Zufallsvariablen (Up),ep, welche im
allgemeinen abhingig sind. Um die Dichtefunktionen dieser Zufallsvariablen zu ermitteln,
wurde ein Testbild mit Gaufischem Rauschen erzeugt und gefiltert. Auch fiir die Grauwerte
nach dem zweiten und dritten Filterschritt wurden die Dichtefunktionen ermittelt. Dazu
wurde die Verteilungsfunktion nach den einzelnen Filterschritten abgetastet und mit Hilfe
von Differenzenquotienten die Dichtefunktion approximiert. Die Ermittelung von relativen
Héaufigkeiten nach einer geeigneten QQuantisierung der Grauwerte wiirde zu den gleichen
Werten fiihren.

Um das Testbild zu erzeugen, standen zwei Pseudo-Zufallszahlengeneratoren zur Verfiigung,
welche nach Handbuch verschiedene Giite haben. Beide Generatoren liefern ganze Zahlen
zwischen 0 und 23' — 1. Die Standard ANSI C Bibliothek enthilt die Funktion rand(), wel-
che einen einfachen Generator darstellt. Mit BSD-Unix steht ein weiterer Generator ran-
dom() zur Verfiigung, welcher laut Handbuch bessere Eigenschaften und eine grofiere Peri-
odenlénge aufweifit. Es wurde daher der Generator random() verwendet. Aus den gleichver-
teilten Pseudo-Zufallszahlen wurden dann standard normalverteilte Pseudo-Zufallszahlen
erzeugt und als Grauwerte des Testbildes abgelegt. Das so erzeugte quadratische Testbild
enthielt in etwa eine viertel Million Pixel.

Zur Filterung wurde das Filter insofern modifiziert, dafl die Funktion g fiir alle Pixeldiffe-
renzen mit | ¢ — p ||ooc> 40, Null liefert. Das Rauschen wird an den Bildréindern weniger
geglittet als in der Bildmitte, da das Gewicht des zentralen Pixels im Durchschnitt am Rand
grofer ist. Damit die Ergebnisse nicht von diesem Effekt abhéingen, wurden die Rander des
Bildes nach jeder Filterung entsprechend abgeschnitten.

Die Filterung wurde fiir verschiedene Parameterwerte durchgefiihrt und die Dichtefunk-
tionen jeweils als Graphik abgespeichert. Die ermittelten Dichtefunktionen waren immer
glockenférmig. Fiir einige Parameterwerte sind die Dichtefunktionen in den Abbildungen
16 bis 20 zu sehen. Die Werte sz, sz bzw. eta beziehen sich auf die Parameter o, o, bzw.
1 der Gauf}-Filterkette

GoGy,o.noG: RY — R” |

Im allgemeinen werden die Grauwerte nach einer Filterung nicht normalverteilt sein. Zusétz-
lich zu den Standardabweichungen wurden daher Werte o € IR gemessen, so dafl das Inter-
vall [—a, o] 68%, 95% bzw. 99% der Grauwerte des Bildes enthélt. Diese Werte sind links
in den Graphiken fiir die einzelnen Filterschritte angegeben.
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Bemerkung 5.5 (Halbierung des Rauschens) Die Abbildungen 16 bis 20 zeigen, dafs
mit kleinem o, und o, von ungefihr der Standardabweichung des Rauschens das Rauschen
mit jedem Filterschritt ungefihr halbiert wird. Es ist damit sinnvoll, den Parameter o, mit
jedem Filterschritt zu halbieren, wie dies die Gauf3-Filterkette vorschreibt.

Die Standardabweichungen und die positive Intervallgrenze der einzelnen Intervalle werden
in der Abbildungen 21 bis 24 als Funktionen beziiglich o, bzw. o, dargestellt. Fiir diese
Abbildungen wurde mehr als 300 mal mit Hilfe der Gauf-Filterkette gefiltert. Aus den
Abbildungen ergibt sich die folgende

Bemerkung 5.6 (Glittung des Rauschens) Zur Glittung des Rauschens sollte o,
mindestens dreiviertel der Standardabweichung des Rauschens betragen und o, sollte grofier
als Eins sein. Nach Bemerkung 5.4 folgt dann, daf$ Kanten mit einer Hohe, welche das ein-
einhalbfache der Standardabweichung des Rausches tibersteigt, erkannt werden kénnen.

Fiir grole Werte o, verhélt sich das nichtlineare GauB-Filter fast wie das lineare Gauf}-
Filter. Da die Hintereinanderausfithrung zweier linearer Gauf-Filter mit den Parametern
o und 7 der Filterung mit einem linearen GauB-Filter mit dem Parameterwert /o2 + 72
entspricht, kann die Gauf}-Filterkette mit 7 = 1 das Rauschen nicht besser glétten als ein
lineares GauB-Filter mit dem Parameterwert o = Um/i +14+4 = o0, -2,3. Analog zur
Filterkette ist die Glattung fiir das lineare Gauf}-Filter berechnet worden. Die Werte sind
in der Abbildung 25 dargestellt.

In Lemma 4.27 ist eine Schranke fiir die Verstirkung der Filterwirkung mit Hilfe des Pa-
rameters 7 angegeben worden. Da das Rauschen in jeder Filterung halbiert werden sollte,
und auch der Parameter o, in jedem Filterschritt halbiert wird, ist es sinnvoll, den Faktor
7 in jedem Filterschritt gleich zu wihlen. Die Rechnungen fiir die Abbildungen 16 bis 24
wurden mit n = 1.3 erneut durchgefiirht. In den Abbildungen 26 bis 33 ist die Filterwirkung
einer solchen Filterkette zu sehen. Durch Vergleich der Abbildungen wird die Wirkung des
Faktors n deutlich. Man sieht, dafl mit n = 1.3 das Rauschen besser geglittet wird. Rampen
und Kanten konnen damit besser erhalten werden.

Bemerkung 5.7 (Glittung des Rauschens bei n = 1.3) Zur Glittung des Rauschens
mit n = 1.3 sollte o, grofier als die Standardabweichung des Rauschens sein und o, sollte
grofler als Fins sein. Kanten mit einer Hohe, welche die Standardabweichung des Rau-
schens leicht tibersteigt, kénnen nach Bemerkung 5.4 nur dann erkannt werden, wenn o,
der halben Standardabweichung des Rauschen entspricht; in diesem Fall sollte o, grifier als
drei gewdhlt werden, damit das Rauschen klein genug wird. Dies gilt zum Teil auch dann,
wenn der Parameter n grifier ist, als die Bedingung aus Lemma 4.27 auf Seite 41 bzw.
Bemerkung 4.28 zuldfst.
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Pixel: 512 * 512 8t
Filterparameter:

sz2 :0.70

sx2 :2.00 [
eta:1.00 7 s

Werte vor der Filterung:
Varianz_0 = 1.00
Standardabweichung_0 = 1.006

Werte nach den
einzelnen Filterschritten:

Varianz_1 =0.30 i
Standardabweichung_1 = 0.55° |
Intervall_1(68%) = 0.50 —
Intervall_1(95%) = 1.10
Intervall_1(99%) = 1.62

Varianz_2 = 0.08 41
Standardabweichung_2 = 0.29
Intervall_2(68%) = 0.24
Intervall_2(95%) = 0.54
Intervall_2(99%) = 0.90

Varianz_3 = 0.03
Standardabweichung_3 =0.16
Intervall_3(68%) = 0.12
Intervall_3(95%) = 0.26
Intervall_3(99%) = 0.48

Abbildung 16: Dichtefunktionen der Grauwertverteilungen einer Filterung mit einer Filter-
kette nach den einzelnen Filterschritten
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Pixel: 512 * 512 8t
Filterparameter:

sz2 :1.00

sx2 :1.50 [
eta:1.00 7 s

Werte vor der Filterung:
Varianz_0 = 1.00
Standardabweichung_0 = 1.006

Werte nach den
einzelnen Filterschritten:

Varianz_1 =0.28 i
Standardabweichung_1 = 0.53° |
Intervall_1(68%) = 0.50 —
Intervall_1(95%) = 1.06
Intervall_1(99%) = 1.50

Varianz_2 = 0.06 41
Standardabweichung_2 = 0.24
Intervall_2(68%) = 0.22
Intervall_2(95%) = 0.48
Intervall_2(99%) = 0.68

Varianz_3 = 0.01
Standardabweichung_3 =0.11
Intervall_3(68%) = 0.10
Intervall_3(95%) = 0.22
Intervall_3(99%) = 0.30

Abbildung 17: Dichtefunktionen der Grauwertverteilungen einer Filterung mit einer Filter-
kette nach den einzelnen Filterschritten
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Pixel: 512 * 512 8t
Filterparameter:

sz2 :1.00

sx2 :1.00 [
eta:1.00 7 s

Werte vor der Filterung:
Varianz_0 = 1.00
Standardabweichung_0 = 1.006

Werte nach den
einzelnen Filterschritten:

Varianz_1 = 0.60 i
Standardabweichung_1 = 0.77° |
Intervall_1(68%) = 0.74 —
Intervall_1(95%) = 1.54
Intervall_1(99%) = 2.14

Varianz_2 = 0.23 41
Standardabweichung_2 = 0.48
Intervall_2(68%) = 0.42
Intervall_2(95%) = 0.96
Intervall_2(99%) = 1.50

Varianz_3 =0.10
Standardabweichung_3 = 0.31
Intervall_3(68%) = 0.24
Intervall_3(95%) = 0.58
Intervall_3(99%) = 1.10

Abbildung 18: Dichtefunktionen der Grauwertverteilungen einer Filterung mit einer Filter-
kette nach den einzelnen Filterschritten
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Pixel: 512 * 512 8t
Filterparameter:

sz2 :1.50

sx2 :1.50 [
eta:1.00 7 s

Werte vor der Filterung:
Varianz_0 = 1.00
Standardabweichung_0 = 1.006

Werte nach den
einzelnen Filterschritten:

Varianz_1 =0.20 i
Standardabweichung_1 = 0.45° |
Intervall_1(68%) = 0.44 —
Intervall_1(95%) = 0.88
Intervall_1(99%) = 1.20

Varianz_2 = 0.03 411
Standardabweichung_2 = 0.19
Intervall_2(68%) = 0.18
Intervall_2(95%) = 0.36
Intervall_2(99%) = 0.48

Varianz_3 = 0.01
Standardabweichung_3 = 0.09
Intervall_3(68%) = 0.08
Intervall_3(95%) = 0.18
Intervall_3(99%) = 0.22

Abbildung 19: Dichtefunktionen der Grauwertverteilungen einer Filterung mit einer Filter-
kette nach den einzelnen Filterschritten
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Pixel: 512 * 512 8t
Filterparameter:

sz2 :1.50

sx2 :1.00 [
eta:1.00 7 s

Werte vor der Filterung:
Varianz_0 = 1.00
Standardabweichung_0 = 1.006

Werte nach den
einzelnen Filterschritten:

Varianz_1 = 0.50 i
Standardabweichung_1 = 0.71° |
Intervall_1(68%) = 0.68 —
Intervall_1(95%) = 1.40
Intervall_1(99%) = 1.92

Varianz_2 = 0.11 41
Standardabweichung_2 = 0.34
Intervall_2(68%) = 0.32
Intervall_2(95%) = 0.66
Intervall_2(99%) = 0.94

Varianz_3 = 0.02
Standardabweichung_3 =0.16
Intervall_3(68%) = 0.16
Intervall_3(95%) = 0.30
Intervall_3(99%) = 0.42

Abbildung 20: Dichtefunktionen der Grauwertverteilungen einer Filterung mit einer Filter-
kette nach den einzelnen Filterschritten
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1. Filterschritt, Intervall 68% . Filterschritt, Intervall 68%
sx=0.5 sz=0.5
sx=1.0 sz=0.75

10 sx=15 sz=1.0
sz=15
sz=2.0
sz=25

| L | L L
1 S, 1 S,

1. Filterschritt, Intervall 95%

27 sx=0.5

NS ———— sx=10
[ \?ﬁ\\\{\f\\ \,\/\\/// sx=15
r RN — sx=2.0
1+
| L
1 S,
1. Filterschritt, Intervall 99%
[ sx=0.5
L - SX=1.0
[ e sx=15
20 e 5 = 2.0
\. \‘\\?;,;/X'<’-SX—;3.O
L e~ sx=4.0
E S N B — sx =8.0

1 N ——

1 s, 1 S,
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Fiir GauB8sches Rauschen wurden die Dichtefunktionen der Grauwertverteilungen nach dem ersten Filter-
schritt fiir verschiedene Parameter untersucht. Da die gemessenen Werte sowohl von ¢, als auch von o,
abhingen, sind jeweils zwei Diagramme zu sehen: Links sind die Kurven von o, abhingig und rechts von
0. Die Kurven zeigen von oben nach unten die halben Lingen der Intervalle mit 68%, 95% und 99% der
Grauwerte. Man sieht, wie beide Parameter der Filterung zur Glattung beitragen.

Abbildung 21: Verteilungen nach dem ersten Filterschritt
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2. Filterschritt, Intervall 68% 2. Filterschritt, Intervall 68%
sx=0.5 sz=0.5
10 SX = ig sz= 2(7)5
L =1. sz=1.
3 =20 sz=15
sz=2.0
SZ
2. Filterschritt, Intervall 95%
r sx=0.5
1+
2. Filterschritt, Intervall 99%
[ sx=0.5
PR sx=1.0
2 )
1
1 S,
2. Filterschritt, Standardabwgi%rgun
=075
L sz=1.0
sz=15
sz=2.0
sz=25
1 S,
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Analog zu Abbildung 21 werden hier die Werte fiir die Grauwertverteilungen nach dem zweiten Filterschritt
gezeigt. In der untersten Zeile ist die Standardabweichung in Abhéingigkeit von o, und o, zu sehen.

Abbildung 22: Verteilungen nach dem zweiten Filterschritt
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3. Filterschritt, Intervall 68%

sx=0.5
sx=1.0
sx=1.5
sx=2.0

3. Filterschritt, Intervall 68%

sz=0.5
sz=0.75
sz=1.0
sz=15

\&;\ sx=3.0 N s2=2.0
NN sx=4.0 RN sz=25
AN sx=8.0 AN
N W\
WA\ o .
W AN \\
AN N

3. Filterschritt, Intervall 95%
sx=0.5

3. Filterschritt, Intervall 99%

sx=0.5
sx=1.0
sx=15
sx=2.0
X = 3.0

3. Filterschritt, Intervall 95%
sz=0.5
sz=0.75

~~\'\f sz=1.0
RN sz=15
\\\ \.\ ‘\‘ B sz=2.0
W\ \._\ ‘ sz=25
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\ \
[ \\\‘«. ‘\
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3. Filterschritt, Standardabwe_igr;un
=10
sx=1.5

3. Filterschritt, Standardabwgi%rgun
2; =075
sz=1.0

sx=2.0 R sz=15
sx=3.0 NN sz=20
sx=4.0 NSO sz=25
sx=8.0 \‘\\ AN
\\': ‘\‘
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Analog zu Abbildung 22 werden hier die Werte fiir die Grauwertverteilungen nach dem dritten Filterschritt
gezeigt.

Abbildung 23: Verteilungen nach dem dritten Filterschritt
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3. Filterschritt, Intervall 68%

sz=0.5
sz =0.75
1 ] sz=1.0
AN sz=15
AN sz=2.0
AN
\\\\
\5{‘:\'\‘
\\\.v‘\\\
S
wwwwwwwww S S S S S A B e s e 4 ‘ L
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
3. Filterschritt, Intervall 95%
r sz=0.5
RN sz=0.75
HR\NNN sz=1.0
r \‘\\ \ X sz=15

3. FiIterschri(’;JtE,5 Standardabweichung
sz =0.

sz=0.75
sz=1.0
sz=15

10
Die rechten Graphen aus Abbildung 23 werden hier nochmal fiir grofle Werte o, gezeigt.

Abbildung 24: Verteilungen nach dem dritten Filterschritt
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Abbildung 25: Grauwertverteilungen nach einer linearen Gaufi-Filterung
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Pixel: 512 * 512 8t
Filterparameter:

sz2 : 0.50

sx2 :2.00 [
eta:1.30 7 s

Werte vor der Filterung:
Varianz_0 1.00
Standardabweichung_0 1.00

Werte nach den
einzelnen Filterschritten:

Varianz_1 0.38 i
Standardabweichung_1 0.61 ° |
Intervall_1(68%) = 0.54 —
Intervall_1(95%) = 1.24
Intervall_1(99%) = 1.92

Varianz_2 0.17 41
Standardabweichung_2 0.41 i
Intervall_2(68%) = 0.28
Intervall_2(95%) = 0.78
Intervall_2(99%) = 1.62

Varianz_3 0.10
Standardabweichung_3 0.32
Intervall_3(68%) = 0.16
Intervall_3(95%) = 0.54
Intervall_3(99%) = 1.58

Abbildung 26: Dichtefunktionen der Grauwertverteilungen einer Filterung mit einer Filter-
kette nach den einzelnen Filterschritten
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Pixel: 512 * 512 8t
Filterparameter:

sz2 :1.00

sx2 :1.50 [
eta:1.30 7 s

Werte vor der Filterung:
Varianz_0 = 1.00
Standardabweichung_0 = 1.006

Werte nach den
einzelnen Filterschritten:

Varianz_1=0.18 —
Standardabweichung_1 = 0.43°

Intervall_1(68%) = 0.40
Intervall_1(95%) = 0.84
Intervall_1(99%) = 1.22

Varianz_2 = 0.03 4
Standardabweichung_2 = 0.17
Intervall_2(68%) = 0.16
Intervall_2(95%) = 0.34
Intervall_2(99%) = 0.44

Varianz_3 = 0.01
Standardabweichung_3 = 0.08
Intervall_3(68%) = 0.08
Intervall_3(95%) = 0.16
Intervall_3(99%) = 0.20

Abbildung 27: Dichtefunktionen der Grauwertverteilungen einer Filterung mit einer Filter-
kette nach den einzelnen Filterschritten
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Pixel: 512 * 512 8t
Filterparameter:

sz2 :1.00

sx2 :1.00 [
eta:1.30 7 s

Werte vor der Filterung:
Varianz_0 = 1.00
Standardabweichung_0 = 1.006

Werte nach den
einzelnen Filterschritten:

Varianz_1 = 0.50 i
Standardabweichung_1 = 0.71° |
Intervall_1(68%) = 0.68 —
Intervall_1(95%) = 1.42
Intervall_1(99%) = 2.00

Varianz_2 = 0.14 41
Standardabweichung_2 = 0.37
Intervall_2(68%) = 0.32
Intervall_2(95%) = 0.72
Intervall_2(99%) = 1.16

Varianz_3 = 0.04
Standardabweichung_3 = 0.20
Intervall_3(68%) = 0.16
Intervall_3(95%) = 0.32
Intervall_3(99%) = 0.58

Abbildung 28: Dichtefunktionen der Grauwertverteilungen einer Filterung mit einer Filter-
kette nach den einzelnen Filterschritten
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Pixel: 512 * 512 8t
Filterparameter:

sz2 :1.50

sx2 :1.50 [
eta:1.30 7 s

Werte vor der Filterung:
Varianz_0 = 1.00
Standardabweichung_0 = 1.006

Werte nach den
einzelnen Filterschritten:

Varianz_1=0.12
Standardabweichung_1 = 0.35°
Intervall_1(68%) = 0.34
Intervall_1(95%) = 0.70
Intervall_1(99%) = 0.92

Varianz_2 = 0.02 41
Standardabweichung_2 = 0.15
Intervall_2(68%) = 0.16
Intervall_2(95%) = 0.30
Intervall_2(99%) = 0.40

Varianz_3 = 0.01
Standardabweichung_3 = 0.07
Intervall_3(68%) = 0.08
Intervall_3(95%) = 0.14
Intervall_3(99%) = 0.18

Abbildung 29: Dichtefunktionen der Grauwertverteilungen einer Filterung mit einer Filter-
kette nach den einzelnen Filterschritten
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Pixel: 512 * 512 8t
Filterparameter:

sz2 :1.50

sx2 :1.00 [
eta:1.30 7 s

Werte vor der Filterung:
Varianz_0 = 1.00
Standardabweichung_0 = 1.006

Werte nach den
einzelnen Filterschritten:

Varianz_1 =0.40 I
Standardabweichung_1 = 0.63° |
Intervall_1(68%) = 0.60 —
Intervall_1(95%) = 1.26
Intervall_1(99%) = 1.72

Varianz_2 = 0.06 41
Standardabweichung_2 = 0.25
Intervall_2(68%) = 0.24
Intervall_2(95%) = 0.50
Intervall_2(99%) = 0.68

Varianz_3 = 0.01
Standardabweichung_3 =0.12
Intervall_3(68%) = 0.12
Intervall_3(95%) = 0.22
Intervall_3(99%) = 0.30

Abbildung 30: Dichtefunktionen der Grauwertverteilungen einer Filterung mit einer Filter-
kette nach den einzelnen Filterschritten
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1. Filterschritt, Intervall 68%
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Fiir GauBBsches Rauschen wurden die Dichtefunktionen der Grauwertverteilungen nach dem ersten Filter-
schritt fiir verschiedene Parameter untersucht. Da die gemessenen Werte sowohl von o, als auch von o,
abhéngen, sind jeweils zwei Diagramme zu sehen: Links sind die Kurven von ¢, abhéngig und rechts von
o.. Die Kurven zeigen von oben nach unten die halben Lingen der Intervalle mit 68%, 95% und 99% der
Grauwerte. Man sieht, wie beide Parameter der Filterung zur Glittung beitragen.

Durch Vergleich mit Abbildung 21 kann die Wirkung des Parameters n beobachtet werden. Da im ersten
Filterschritt der Wert von o, doppelt so grofl ist, wie das aufgetragene o, der GauBl-Filterkette und da die
Standardabweichung des Testbildes 1 betrigt, verletzt die GauB-Filterkette die Bedingung aus Lemma 4.27
fiir 0, > 0.9 . Die Verletzung der Bedingung kann in den Graphen beobachtet werden.

Abbildung 31: Verteilungen nach dem ersten Filterschritt mit n = 1.3
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2. Filterschritt, Intervall 68%

sx=0.5
sx=1.0
sx=15
sx=2.0

2. Filterschritt, Intervall 68%
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Analog zu Abbildung 31 werden hier die Werte fiir die Grauwertverteilungen nach dem zweiten Filterschritt
gezeigt. In der untersten Zeile ist die Standardabweichung in Abhéingigkeit von o, und o, zu sehen.

Abbildung 32: Verteilungen nach dem zweiten Filterschritt mit n = 1.3
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3. Filterschritt, Intervall 68%
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Analog zu Abbildung 32 werden hier die Werte fiir die Grauwertverteilungen nach dem dritten Filterschritt

gezeigt.

Abbildung 33: Verteilungen nach dem dritten Filterschritt mit n = 1.3
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6 Beispiele fiir die Filterung mit der Filterkette

Das nichtlineare Gauf-Filter wurde fiir rechteckige Bilder aus Abb(P, [0, 255]) mit P C Z>
implementiert und getestet. Bei der Filterung mit der Filterkette wurden die Grauwerte
der Bilder nach jedem Filterschritt gerundet. Um den Einflul der Rundung nicht zu grof§
werden zu lassen, wurden in den Abbildungen 34 bis 39 ein Testbild mit starkem Rauschen
verwendet.

6.1 Kante mit Rauschen

Wir betrachten nun Bilder, welche in der Mitte eine Kante aufweisen. Auflerdem sei jeder
Wert eines Pixels mit einem Fehler behaftet. Mit Hilfe eines Pseudo-Zufallszahlengenerators
ist auf den Kantenbildern der Abbildung 34 bis 39 Rauschen erzeugt worden, welches zwar
nur ganze Zahlen annimmt, jedoch in etwa normalverteilt ist. Die Standardabweichung des
Rauschens betrdgt 20. Will man nicht allzu feine Strukturen erhalten, so w#hlt man fiir
den Operator G'o Gy, 5,0 G €ein o, = 2.0.

Zur Demonstration der Wirkung des Operators werden nun zwei Bilder mit den entpre-
chenden Filterresultaten der einzelnen Filterschritte und ihren Projektionen von der Seite
gezeigt. Dabei entsprechen die Grauwerte der Projektionen der Anzahl der in dieser Spalte
gefundenen Pixel mit dem entsprechendem Grauwert.

Erstes Beispiel

Das Bild in Abbildung 34 enthilt gaufisches Rauschen von der Standardabweichung 20 und
einer Kante mit Sprunghohe 20. Dieses Bild wurde mit verschiedenen Parametern gefiltert.
Man erkennt deutlich, dafl die Kante fiir o, = 20 gut zu erkennen ist. Im Bild mit o, = 10
ist die Kante zwar besser zu erkennen, jedoch ist noch viel Rauschen iibrig. Man sieht, fiir
das obige Bild sollte der Wert fiir o, abhingig vom Wert fiir o, irgendwo zwischen 10 und
20 liegen.

In den Projektionen kann zwar die Verteilung der Grauwerte betrachtet werden, das Bild
ist aber glatter, als es durch die Projektionen erscheint. Durch das urspriingliche Rau-
schen ergeben sich im gefilterten Bild lokale Schwankungen der Grauwerte, welche in der
Verteilungsfunktion zu sehen sind.

Erh6ht man das o, so wird die Kante etwas glatter, wie dies unten in Abbildung 34 zu
sehen ist.

Zweites Beispiel

Das Bild in Abbildung 35 enthilt gaufisches Rauschen von der Standardabweichung 20 und
eine Kante mit Sprunghéhe 40. Die Filterung wurde wieder mit den gleichen Parametern
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durchgefiihrt. Man sieht wie die Kante sehr deutlich erhalten bleibt.

Im unteren Bild in Abbildung 35 erkennt man, daf} die Kante schon so hoch ist, daf} die
Kante auch bei Vergroflerung des Parameters o, kaum flacher wird.

Verstirkung der Filterwirkung

Fiir die Abbildungen 36 bis 39 wurden die Filterungen der Abbildungen 34 und 35 mit Hilfe
des Faktors 77 nocheinmal durchgefiihrt.

Man sieht in den Abbildungen, wie mit Hilfe des Faktors n die Filterwirkung verbessert
werden kann. Gerade wenn Kanten und Rampen erhalten werden sollen, welche gegeniiber
der Standardabweichung des Rauschens eine geringe Hohe haben, kann die Filterwirkung
mit Hilfe des Faktors n erhalten werden.

Es zeigt sich in den Abbildungen nicht nur die gute Wirkung der Filterkette, sondern sie
sind auch ein Beleg, fiir die Bemerkungen zur Wahl der Filterparameter, welche im Kapitel
4 und 5 gemacht wurden.

In Abbildung 39 ist die Kante in der untersten Zeile besser erhalten, als in der zweiten
Zeile. Der nichtlineare Effekt kommt hier gut zur Geltung.

Bemerkung 6.1 Die Abbildungen zeigen, daff die Erhaltung von Kanten und Rampen mit
Hilfe der Gauf-Filterkette dann gelingen kann, wenn ihre Héhe der Kante grifier als die
Standardabweichung des Rauschens ist. Fir gute Filterergebnisse miissen bei einem o,,
welches der halben Standardabweichung des Rauschens entspricht, die Parameter o, und n
der Gauj-Filterkette erhéht werden.
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Grofle: 128 x 128 Pixel
Sprunghdéhe: 20
Standardabweichung des Rauschens: 20

Filterung mit
n=1.0
o, =2.0, 0, =40

Filterung mit
n=1.0
o, =20, 0, =20

Filterung mit
n=1.0
o, =2.0, 0,=10

Filterung mit
n=1.0
o, =4.0, 0, =10

Abbildung 34: Filterung einer Kante mit kleiner Hohe
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Grofle: 128 x 128 Pixel
Sprunghdéhe: 40
Standardabweichung des Rauschens: 20

Filterung mit
n=1.0
o, =2.0, 0, =40

Filterung mit
n=1.0
o, =20, 0,=20

Filterung mit
n=1.0
o, =2.0, 0, =10

Filterung mit
n=1.0
o, =4.0, 0, =10

Abbildung 35: Filterung einer Kante mit gréflerer Hohe
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Grofle: 128 x 128 Pixel
Sprunghdéhe: 20
Standardabweichung des Rauschens: 20

Filterung mit
n=1.3
o, =2.0, 0, =40

Filterung mit
n=13
o, =20, 0,=20

Filterung mit
n=13
o, =2.0, 0, =10

Filterung mit
n=13
o, =4.0, 0, =10

Abbildung 36: Filterung einer Kante mit kleiner Hohe
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Grofle: 128 x 128 Pixel
Sprunghdéhe: 40
Standardabweichung des Rauschens: 20

Filterung mit
n=1.3
o, =2.0, 0, =40

Filterung mit
n=13
o, =20, 0,=20

Filterung mit
n=13
o, =2.0, 0, =10

Filterung mit
n=13
o, =4.0, 0, =10

Abbildung 37: Filterung einer Kante mit gréflerer Hohe
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Grofle: 128 x 128 Pixel
Sprunghdéhe: 20
Standardabweichung des Rauschens: 20

Filterung mit
n=1.5
o, =2.0, 0, =40

Filterung mit
n=15
o, =20, 0,=20

Filterung mit
n=1.5
o, =2.0, 0, =10

Filterung mit
n=15
o, =4.0, 0, =10

Abbildung 38: Filterung einer Kante mit kleiner Hohe
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Grofle: 128 x 128 Pixel
Sprunghdéhe: 40
Standardabweichung des Rauschens: 20

Filterung mit
n=1.5
o, =2.0, 0, =40

Filterung mit
n=15
o, =20, 0,=20

Filterung mit
n=1.5
o, =2.0, 0, =10

Filterung mit
n=15
o, =4.0, 0, =10

Abbildung 39: Filterung einer Kante mit gréflerer Hohe
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6.2 Zwischenergebnisse der Filterkette

Die Bilder der Abbildungen 40 und 41 wurden mit einer CCD-Kamera aufgenommen. Diese
Bilder sind jeweils oben in den Abbildungen zu sehen. In den Spalten rechts und links werden
dann die gefilterten Bilder der einzelnen Filterschritte der Filterkette gezeigt. Man erkennt,
wie das Rauschen langsam verschwindet und die Details des Bildes bis zu einem gewissen
Grad erhalten bleiben.

Im Grundig-Bild in Abbildung 40 ist die kleine Schrift sehr durch das Rauschen gestort.
Die Linien der kleinen Buchstaben sind zum Teil nur ein Pixel breit. Mit entsprechenden
Parametern kann hier die Schrift erhalten (linke Spalte) oder unterdriickt werden (rechte
Spalte).

Das Adern-Bild in Abbildung 41 enthilt eine kaum zu erkennende Ader (Pfeil), welche sich
im linken Drittel durch das Bild schlingelt. Diese Ader ist auch mit einem guten Bild-
schirm kaum zu erkennen. In der Filterkette der rechten Spalte bleibt diese Ader jedoch
erhalten, in der unteren Bildhé&lfte tritt diese sogar noch deutlicher hervor. Damit wird die
Leistungsfihigkeit der Filterkette auch bei starkem Rauschen demonstriert. Auch die Filter-
kette der linken Spalte erhélt die Ader, jedoch wird das Rauschen noch starker unterdriickt.
In beiden Resultaten der Filterkette konnte die Ader mit einer einfachen Kantenerkennung
noch vollstindig detektiert werden, diese Kantenbilder werden spéter gezeigt.

6.3 Ergebnisse der Filterkette

Um die Wirkung der Filterkette zu demonstrieren, werden Ergebnisse der Filterung mit
der Gauf}-Filterkette gezeigt. Um die Unterschiede der Filterergebnisse der GauB-Filterkette
und der linearen GauB-Filter zu zeigen wurde zum Teil auch mit einem linearen Gauf-Filter
gefiltert.

In Abbildung 42 auf Seite 89 ist das Bild des Stoffbdren zusammen mit Filterergebnissen
fiir dieses Bild zu sehen. Durch Vergleich der Bilder kann die Wirkung der Filterparameter
beobachtet werden. Man sieht, wie mit zunehmendem Wert fiir o, die Glattung verstiarkt
wird. Wird o, vergréflert, so wird im allgemeinen die Glattung stérker. In der untersten
Zeile der Abbildungen 42 bis 44 ist dieser Effekt jedoch kaum noch zu beobachten.

In Abbildung 45 ist ein Bild eines Fensterhebers mit 128 x 128 Pixeln zu sehen. Dieses
Bild enthélt kleine Details und eng nebeneinander liegende Kanten. Um zu demonstrie-
ren, daf} die GauB3-Filterkette kleine Strukturen erhalten kann, ist das Filterergebnis der
GauB-Filterkette fiir einen grofien Wert des Parameters o, zu sehen. Betrachtet man die
Filterergebnisse des linearen Gaufl-Filters, so wird der Unterschied der nichtlinearen Filter
zu linearen Filtern deutlich. Die Parameter der Filterungen sind jeweils angegeben.

Das Bild des Radios ist fiir die Untersuchung der Glattung extra mit viel Rauschen aufge-
nommen worden. An diesen Bildern sieht man, dafl auch bei guter Rauschunterdriickung
kleine Bilddetails erhalten werden konnen. Durch das starke Rauschen im Bild kénnen die
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Kanten des Radios natiirlich nicht genau lokalisiert werden. Wegen der Nichtlinearitdt der
Gauf3-Filterkette werden kaum gradlinig verlaufende Kanten zwischen den Segmenten mit
einheitlichem Grauwert erzeugt.

Als weiteres Beispiel sind Ultraschallbilder gefiltert worden, welche eine Herzklappe zeigen.
Aus einer Sequenz von 38 Bildern ist oben in Abbildung 47 von links nach rechts das erste,
das neunte und das fiinfzehnte Bild der Sequenz zu sehen. In der dritten Zeile der Abbildung
ist das sechsundzwanzigste, das einunddreiffigste und das vierunddreifligste Bild zu sehen.
Die Bilder sind mir freundlicher Weise von Gabriel Pelle zur Verfiigung gestellt worden.?
Man sieht, daf§ sich die Herzklappe und damit ihre Bewegung durch die Filterung besser vom
verrauschten Hintergrund abhebt. Zur Verdeutlichung der Filterwirkung ist das obere Bild
der linken Spalte und das Filterergebnis dieses Bildes auch in Abbildung 48 wiedergegeben.
Diese Bilder zeigen, wie die Gau3-Filterkette dazu neigt, Flichen mit konstantem Grauwert
zu erzeugen, welche einen recht scharfen Rand haben.

2Gabriel Pelle, INSERM Unite 138, CHU Henri Mondor, France, aufgenommen bei VINGMED echo-
graph. Fiir die Herstellung des Kontaktes mit Gabriel Pelle gilt mein Dank Chahab Nastar, INRIA Roc-
quencourt, B.P. 105, 78153 Le Chesnay Cedex, France. Er half auch bei der Ubertragung der Bilder.
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Ausschnitt linesres GauB}-Filter mit o = 1

Filterkette: Filterkette:
o, = 2.0, 0, = 8.0 o, = 3.0, 0, = 12.0
Zu sehen ist ein Ausschnitt aus dem Deckblatt einer Bedienungsanleitung
(128 x 128 Pixel).

Abbildung 40: Filterergebnisse fiir das Grundig-Bild
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Ausschnitt aus einem Rontgenbild mit einem Adergeflecht (128 x 128 Pixel).

Filterkette: Filterkette:
o, =12,0,=13.0 o, =12,0,=7.0

Abbildung 41: Filterergebnisse fiir das Adern-Bild
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Filterkette: o, =2.0,0,=15.0 Filterkette: o, =4.0, 0, =15.0

Abbildung 42: Filterergebnisse fiir das Bdren-Bild mit n = 1.3
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Ausschnitt des Bildes (128 x 128) lineares GauB-Filter: o=1

HEostechener et heener

AR ET TR NavalEturipen

Filterkette: 0, =2.0,0,=5.0 Filterkette: o, =4.0,0, =5.0
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Filterkette: o, =2.0,0, =10.0 Filterkette: o, =4.0, 0, =10.0
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Filterkette: 0, =2.0,0,=15.0 Filterkette: o, =4.0,0, =15.0

Abbildung 43: Filterergebnisse fiir einen Ausschnitt des Bdren-Bildes mit n = 1.3
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Zweiter Ausschnitt (128 x 128)

Filterkette: 0, =2.0,0,=5.0 Filterkette: o, =4.0, 0, =5.0

Filterkette: o, =4.0, 0, =10.0

Filterkette: 0, =2.0,0,=15.0 Filterkette: o, =4.0,0, =15.0

Abbildung 44: Filterergebnisse fiir einen Ausschnitt des Bdren-Bildes mit n = 1.3



6 BEISPIELE FUR DIE FILTERUNG MIT DER FILTERKETTE 92

Fensterheber lineares Gauf-Filter: 0 = 1.0
(128 x 128 Pixel)

GauB-Filterkette: 0, = 3.0, 0, =6.0,n =1.3 lineares Gauf3-Filter: o = 2.0

Abbildung 45: Resultate der Filterung mit einer Filterkette



6 BEISPIELE FUR DIE FILTERUNG MIT DER FILTERKETTE

W

.'I-'-
.-"'h R A &

lineares GauB-Filter: o=2.2

Filterkette: o, =1.0, 0, =25.0 Filterkette: o, =2.0,0, =250

E

Filterkette: o, = 1.0, 0, = 50.0 Filterkette: o, =2.0, 0, =50.0

EE

Filterkette: o, =1.0,0,=75.0 Filterkette: o, =2.0,0, =750

Abbildung 46: Filterergebnisse fiir das Radio-Bild mit n = 1.3

93



6 BEISPIELE FUR DIE FILTERUNG MIT DER FILTERKETTE

-

— -

Diese Bilder zeigen in der rechten Hilfte die Bewegung einer Herzklappe.
(256 x 256 Pixel).

Es wurde zur Filterung die GauB-Filterkette mit folgenden Parametern verwendet:
0, =30,0,=7,n=1.3
Es ist jeweils das Originalbild und darunter das gefilterte Bild zu sehen. sehen.

Abbildung 47: Filterergebnisse von Ultraschallbildern einer Herzklappe
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Es ist ein Bild und ein Filterergebnis aus Abbildung 47 zu sehen.
Die folgenden Parametern wurden verwendet;:
0,=30,0,=7,1=1.3

Abbildung 48: Filterergebnisse eines Ultraschallbildes einer Herzklappe
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7 Vergleich des Operators

7.1 Der Operator von Blake und Zisserman

In Hinblick auf prézise Lokalisierung von Kanten formulierten Andrew Blake und Andrew
Zisserman in ihrem Buch Visual Reconstruction [BZ87] einen Operator auf Bildern, welcher
die Kanten und ein geglittetes Bild als Ergebnis einer Minimierungsaufgabe berechnet.
Obwohl die Idee dieses Verfahrens von der des nichtlinearen GauB-Filters verschieden ist,
ergeben sich einige Ahnlichkeiten, aber auch Unterschiede.

Die Idee im Eindimensionalen

Als Daten sei eine stiickweise stetige beschrinkte Funktion auf einem Intervall [0, N] gege-
ben. Man versuche nun f durch eine stiickweise glatte Funktion u zu approximieren:

20

Daten f ——
80 - gesuchte Funktion u --e-- B

70

60

50 -

40 -

30
20

10 -

° (0] é 1‘0 1‘5 2‘0 2‘5 G;O 3‘5 40

Man stellt sich die Funktion u als biegsamen Stab vor, A sei ein Maf} dafiir, wie leicht dieser
Stab gebogen werden kann, o ein Maf fiir die notwendige Kraft, um den Stab zu brechen.
Minimiert werde nun die Summe aus der Energie um den Stab an einigen Stellen zu brechen,
der Energie um die entstandenen Teile des Stabes zu biegen und dem Abstand des Stabes
zu f. Die Biegeenergie wird zunéchst durch das Integral der mit A multiplizierten Ableitung
der stetigen Stiicke von u bestimmt.

Ist die Funktion nur auf den Werten [0, N] C IN definiert, so kann die Minimierungsaufgabe
analog formuliert werden. Es seien f; die Funktionswerte in den Stellen 7, u; die Funktions-
werte der gesuchten Funktion v in den Stellen 7, so daf3 der folgende Ausdruck sein globales
Minimum annimmt:

E = i(uZ —fi)+ %mm{ A (ui —uim1)?, o}
i=0 i=1

Dabei berechnet der erste Term den Abstand der Funktionen, der zweite die Energie um
den Stab zu biegen oder ihn zu brechen (A(u; — u;_1)* > «). Die Stellen, an denen das
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Minimum von A(u; — u; 1)? und a den Wert o annimmt, werden als Kanten interpretiert.

Durch die Einfiihrung der Bruchstellen, kann diese Aufgabe nicht mit Hilfe der Variations-
rechnung gelost werden. Es miissen Relaxationsalgorithmen verwendet werden, welche viele
Iterationen bendtigen. Die Energiefunktion besitzt im allgemeinen lokale Minima, Blake
und Zisserman geben in ihrem Buch Algorithmen an, um das globale Minimum zu finden.

Formulierung im Zweidimensionalen, das Membranfilter

Oben wurde das Intervall in kleine Abschnitte unterteilt. Fiir zweidimensionale Daten schla-
gen Blake und Zisserman die Unterteilung der Fliche in kleine Dreiecke vor, vgl. [BZ87,
Seite 114]. Jedem Pixel werden nun zwei Dreiecke zugeordnet, fiir welche ein Wert fiir die
Glattheit der Funktion u berechnet wird:

N
A\ %

(i) @ij+1)

Wird fiir jedes Dreieck, welches eine ” Unstetigkeit” aufweist der Wert a zu E aufsummiert,
so nimmt E gemif der Linge der Kanten zu, vgl. Blake und Zisserman [BZ87]. Man erhélt
die Formel

E =) (uij—di)®> + Y min{ X(ui; — ui1;)* + XN (uij — uijp1)?, o}
1,5 ,J

+ Z min{ A (ui; — tis15)” + XN (uiy —uij—1)®, o}
(]

Man kann sich eine Membran vorstellen, welche den Graphen des Bildes approximiert und
moglichst waagerecht verlaufen will. Der Wert E kann damit auch als die Energie inter-
pretiert werden, welche durch die Lage der Membran gespeichert ist. Das Filter wird im
folgenden daher als Membranfilter, E als Energiefunktion bezeichnet, vgl. [BZ87].

Fiir Bilder, auf welchen die Zeilen gleiche Grauwertverldufe haben, werden die Untersuchung
des Filterergebnisses von Blake und Zisserman in [BZ87] im eindimensionalen durchgefiihrt.
Unter der Vorraussetzung, dafl auch die Zeilen im Filterergebnis gleiche Grauwertverlaufe
haben, gehen die Formeln des zweidimensionalen Falles auf den des eindimensionalen Fal-
les iiber. Nimmt ein Term, welcher ein Minimum ermittelt, den Wert « an, so liegt das
zugehorige Pixel direkt an einer Kante, welche daran vorbei lduft. Die Parameter o und
A haben also nicht die gleiche Bedeutung wie im eindimensionalen Fall und miissen daher
etwas anders gewihlt werden.
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Es ist klar, dafl senkrechte und waagerechte Kanten mit diesem Verfahren gleich behan-
delt werden. Diagonale Kanten werden jedoch unterschiedlich behandelt: Die Kantenhohe,
ab welcher eine Kante markiert wird, hingt von deren Richtung ab. Riickwirts-diagonale
Kanten werden eher markiert als vorwérts-diagonale Kanten.

Eigenschaften des Membranfilters und Vergleich mit der Filterkette

Blake und Zisserman haben das Membranfilter im eindimensionalen untersucht. Die Aus-
sagen fiir die Wahl der Parameter lassen sich aber nicht einfach vom kontinuierlichen, ein-
dimensionalen Fall auf das Membranfilter fiir ein zweidimensionales Gitter iibertragen. Aus
diesen Untersuchungen ergeben sich fiir das zweidimensionale Membranfilter die folgenden
qualitative Eigenschaften, vgl. [BZ87, Seite 52]:

e Der Parameter A ist ein Wert fiir die ,,Grofle“ des Filter, er spielt die Rolle von o,
der Filterkette.

e Wird die Steifheit der Membran vergréflert, indem A und « vergréflert werden, so
konnen Kanten mit beliebig kleiner Hohe detektiert werden.

e Fiir unverrauschte Rampen mit einer bestimmten Hohe und Linge kénnen Parame-
ter angegeben werden, so dafi diese Rampe als eine oder mehrere Kanten (Treppe)
wiedergegeben werden.

e Werden im Bild keine Kanten markiert, so verhilt sich das Filter wie ein linearer
Operator.

Bemerkung 7.1 (Vergleich) Das Membran-Filter ist in der Lage, Rauschen zu glitten
und gleichzeitig Kanten zu detektieren. Die Gauf3-Filterkette detektiert dagegen keine Kan-
ten. Da die Filterkette die Kanten im Bild gut erhdlt, konnen die Kanten in weiteren Filter-
schritten detektiert werden. Mit beiden Verfahren lassen sich Kanten beliebiger Hohe erhal-
ten, indem die Filtergrifie entsprechend grofS gewdhlt wird. Im Vergleich mit dem linearen
Gaufs-Filter, erlaubt die Gaufs-Filterkette und das Membranfilter eine bessere Lokalisierung
von Kanten.

Das lineare Gauf$}-Filter und das Membranfilter hinterlassen auf dem Filterergebnis wie auch
die GauB-Filterkette ein gewisses Rauschen. Wegen der unterschiedlichen Parameter, kann
das Rauschen nicht unmittelbar verglichen werden.

Das lineare Gaufi-Filter ist am einfachsten zu implementieren. Die Gaufi-Filterketten sind
auch leicht zu implementieren, da die Berechnungsvorschrift direkt umgesetzt werden kann.
Das Membranfilter mufl so implementiert werden, dafl das globale Minimum gesucht wird.
Blake und Zisserman geben in [BZ87] Algorithmen fiir die Implementation an. Es ergibt
sich fiir das Membranfilter ein hoher Rechenaufwand, da das globale Minimum der Funktion
mit Hilfe eines Relaxationsverfahrens gesucht wird, was viele Iterationen notwendig macht.



7 VERGLEICH DES OPERATORS 99

Bemerkung 7.2 Das Membranfilter hat gegeniiber der Gaufs-Filterkette die folgenden
Nachteile:

e FEs gibt Bilder, zu denen es mehrere globale Minima des Energiefunktionals gibt.

o Die Detektion von Kanten, und damit auch die Glittung des Bildes, hingt nicht nur
von der Kantenhdhe, sondern auch von der Kantenrichtung ab.

e Die Parameter des Membranfilters sind nicht so leicht interpretierbar wie die der
Gauf-Filterkette.

7.2 Das Filter von Saint-Marc, Chen und Medioni

Im Abschnitt 3.4 auf Seite 19 ist das Filter G vorgestellt worden, welches die Filtergewichte
nur mit Hilfe der Grauwertdifferenzen berechnet. Wéhlt man fiir die Umgebung U(p) das
zentrale Pixel p mit seinen 8 direkten Nachbarn, so erhélt man ein Filter, welches von
Philippe Saint-Marc, Jer-Sen Chen und Gerard Medioni in [SMCMO91] untersucht wurde. Da
die Filterumgebung recht klein ist und daher auch das Rauschen nur wenig geglittet wird,
wird in [SMCMO91] die Iteration des Filters vorgeschlagen. Es sind aber sehr viele Iterationen
notig. In [SMCM91] wird ein Testbild und das Filterergebnis nach 220 Iterationsschritten
gezeigt, wobei der Parameter o, wihrend der gesamten Iteration nicht veréindert wurde. Wie
in Kapitel 5 gezeigt wurde, bewirkt gerade die Verdnderung der Filterweite bei gleichzeitiger
Anderung der Gewichtung der Grauwertdifferenzen eine gute Versteilerung der Kanten. Es
lassen sich daher mit Hilfe des nichtlinearen Gauf3-Filter bessere Filterergebnisse erzielen.
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8 Kantendetektion nach der Filterkette

Die einfachste Moglichkeit Kanten zu detektieren, besteht im Vergleich von Grauwerten
benachbarter Pixel mit einem Schwellwert. Das Uberschreiten des Schwellwertes durch die
Grauwertdifferenz wird dann als Kante interpretiert. Es ist klar, dal man das Rauschen nur
so weit glatten muf, dafl die Amplitude des Rauschens hichstens die Hilfte des Schwell-
wertes betréigt.

Um Kanten mit geringer Hohe zu erhalten mufl der Parameter o, der Gauf3-Filterkette oft so
klein gew#hlt werden, dafl nach der Glittung das Rauschen noch nicht ganz verschwunden
ist. Die Erkennung einer Kante sollte also auch durch einen robusten Operator erfolgen,

welcher nur dann einzelne Pixel markiert, wenn diese sich deutlich von ihren Nachbarn
abheben.

Man konnte nun die Grauwertdifferenzen eines Pixels zu seinen Nachbarn aufsummieren.
Enthélt ein Bild eine Kante, so erhalten die Pixel auf beiden Seiten der Kante einen Wert
mit jeweils einem anderen Vorzeichen zugewiesen. Ist noch leichtes Rauschen im Bild vor-
handen, so sollte man kleine Grauwertdifferenzen unberiicksichtigt lassen. Dies kénnte mit
einer geeigneten Funktion zur Gewichtung der Differenzen geschehen. Diese Funktion sollte
natiirlich stetig sein, damit der Operator resistent gegen kleine Anderungen der Grauwerte
ist. Es entsteht so ein Filter, dessen Formel dem nichtlinearen Gauf-Filter nahe kommt. Es
kann auch hier wieder mit der Gauf-Funktion gearbeitet werden. Als Funktion werde nun

1
$(0)

verwendet. Der folgende Graph veranschaulicht die Funktion z — x - h,(z):

ho(z) =1 - ¥(z)

R N W A~ O

Es ergibt sich mit dieser Funktion die folgende Darstellung fiir das Filter:

Fopo.nf(2) = ng)(f(q) — f(p)gla) |1 - Wf(ql/))(g)f(p))

Liegt nun ein Pixel py direkt neben einer Kante, so wird das Filter fiir F'f(p,) einen Wert
liefern, der im Verhéltnis zu seinen Nachbar einen grofien Betrag hat; das Vorzeichen hingt
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Abbildung 49: Ausgabe des Kantenfilters fiir ein Kantenbild

davon ab, auf welcher Seite der Kante sich das Pixel befindet. Die Implementierung dieses
Filters wurde als Operator auf der Menge Abb(P, [0,255]) vorgenommen. Dazu wurden die
Werte der Pixel im gefilterten Bild um 128 erhéht und dann durch runden und abschneiden
angepafit. In Abbildung 49 ist die Ausgabe des Filters fiir ein Kantenbild zu sehen.

Werden mit einem weiteren Filter die Pixel in einem Bild geschwiirzt, welche einen rechten
oder unteren Nachbarn haben, dessen Grauwert ein anderes Vorzeichen hat und die Differenz
der Werte einen bestimmten Betrag iiberschreitet, so entsteht ein Bild, in welchem die
Kanten zu sehen sind. Mit diesem Vorgehen konnten Kanten gefunden werden, welche sich
nur schwach vom Hintergrund abheben.

Als Beispiel betrachten wir hier die Rontgenaufnahme aus Abbildung 3 auf Seite 9. Das
Bild enthielt viel Rauschen, so dafl die Adern zum Teil auf dem Monitor nur aus einiger
Entfernung zu sehen waren. Es ist in Abbildung 50 zunéchst ein Ausschnitt des Bildes zu
sehen, auf welchem das Filter getestet wurde. Bei der Filterung wurde das Rauschen nur
soweit unterdriickt, dal die Adern erhalten blieben.

Da die Adern nur wenige Pixel breit sind, wurde nach der Glattung das Bild auf die vierfache
Seitenldnge vergréfert, indem aus jedem Pixel ein Feld mit 16 Pixeln gleichen Grauwer-
tes erzeugt wurde. Nach einer Filterung mit einem linearen GauB-Filter mit sehr kleinem
Parameter o < 2.0 wurde dann das oben besprochene Filter angewendet. Dieses Vorgehen
hilft fiir Bilder mit schmalen Linien, da in einem Bild nur in etwa halb so viele Pixel wie
Grenzen zwischen ihnen existieren. Wird das Bild auf dem Bildschirm mit den detektierten
Kanten iiberlagert, so sind durch diesen Trick die Linien so schmal, dal die Grauwerte des
Bildes noch gut zu sehen sind. Die Filterung mit dem linearen Gauf}-Filter 148t Ecken leicht
rund erscheinen. Unterscheidet sich der Grauwert eines Pixels stark von allen Grauwerten
der Pixel seiner Umgebung, so wird dieses Pixel wegen der linearen Filterung eher als Kreis
als als Quadrat wiedergegeben.

Es wurden dann Vorzeichenwechsel benachbarter Pixel, deren Werte eine Schwelle iiber-
schreiten, markiert. Zusammen ergeben diese markierten Stellen eine Kanteninformation
zum urspriinglichen Bild. Die Kanten sind nun wie oben beschrieben in Abbildung 50 zu
sehen.

Es ist mit Hilfe des oben beschriebenen Operators eine Kantendetektion fiir das Radio-
Bild durchgefiihrt worden. Gleichzeitig wurde die Kantendetektion zu Vergleich mit Hilfe
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des Operators von Canny durchgefiihrt. Dazu wurde die Software vista® der University of
British Columbia verwendet, welche auch eine Implementierung des Operators von Canny
enthélt. In Abbildung 51 sind die Ergebnisse der Kantendetektion zu sehen. Man sieht,
wie die Kanten durch die lineare Filterung des Filters von Canny geradliniger werden. Da
nicht klar ist, wo das Radio-Bild Kanten aufweist, konnen die Bilder schlecht bewertet
werden. Es zeigt sich aber doch die gute Wirkung der Gaufl-Filterkette als Vorbereitung
der Kantendetektion. Die Ergebnisse der anschliefenden Kantendetektion sind sowohl fiir
das oben beschriebene nichtlineare Filter, als auch fiir den Operator von Canny dargestellt.

Bemerkung 8.1 (Kantendetektion) In den Abbildungen 50 und 51 ist zu sehen, dafs
die Gauf-Filterkette neben der Gldittung des Rauschens auch die Detektion der Kanten
vorbereitet.

3Quelle der Software: ftp.cs.ubc.ca:/pub/local/vista/vista-2.0.2.tar.gz
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Es sind jeweils die einzelnen Stufen der Kantendetektion zu sehen.

Abbildung 50: Beispiele der Kantenerkennung



8 KANTENDETEKTION NACH DER FILTERKETTE 104

Radio (128 x 128) nichtlinearer Detektor nach einer GauB-Filterkette
mit: %—15 az—50 77—13
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GauB-Filterkette und Detektor nach Canny
o, =15,0,=50,n=13,0=1

Abbildung 51: Detektierte Kanten im Vergleich
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9 Bemerkungen

9.1 Verbesserungen

Um das Rauschen des Bildes zu glitten, mufl der Parameter o, der Gauf}-Filterkette eine
gewisse Grofle haben. Es wurde auch gezeigt, dafl die Erhaltung von Kanten vom Para-
meter o, abhingt, welcher hierfiir moglichst klein gewihlt werden sollte. Ist das Rauschen
des Bildes bekannt, so kénnen die Parameter der GauB-Filterkette entsprechend gewihlt
werden.

Anstatt den Wert o, fiir alle Berechnungen von G f(p) eines Filterschrittes festzulegen,
konnte man diesen auch in Abhdngigkeit der Grauwerte in der Umgebung des zentralen
Pixels p jeweils neu festlegen. Es ist aber nicht einfach, das Rauschen zu schétzen, insbe-
sondere dann nicht, wenn man nicht weif}, ob die Schitzung durch eine Kante in der Nihe
des Pixels verfélscht wird. In [F1e92b] ist ein solches adaptives Verfahren vorgestellt wor-
den. Die Untersuchungen des nichtlinearen Gauf-Filters fiihren zur Vermutung, dafl dieses
adaptive Verfahren mit einer Iteration, in welcher die Filtergrofie erhoht wird, noch besser
funktioniert.

Fiir die Glattung ist der Anteil des Gewichtes des zentralen Pixels am Gesamtgewicht der
Summe wichtig. Durch die Nihe einer Kante wird dieser Anteil erhéht (viele Gewichte der
Nachbarpixel sind klein) und damit die Glattung verringert. Es wire eventuell sinnvoll,
den Anteil des Gewichts des zentralen Pixels am Gesamtgewicht der Summen fiir alle Pixel
festzulegen. Dies konnte durch eine Anderung der Normierung der Gewichte erfolgen.

Ist das Rauschen von sehr grofler Varianz, so scheint es gerechtfertigt, zunichst mit einem
linearen Gaufl-Filter das Rauschen zu gliatten. Dabei sollte die Filterweite zunichst sehr
klein gew#hlt werden. Dann kann mit der Filterkette bei groferer Filterumgebung weiteres
Rauschen gegléittet werden. Insbesondere bei starkem Rauschen und kleinen Bilddetails,
welche unterdriickt werden sollen (z.B. die Struktur des Fells des Béren in Abbildung 3),
ist dieses Verfahren von Vorteil.

9.2 Implementierung der Filterkette

Wegen der groflen Datenmengen ist in der Bildverarbeitung stets mit groflen Rechenzeiten
fiir jede Filterung zu rechnen. Eine schnelle Implementation der Verfahren ist daher fiir den
praktischen Einsatz von Bedeutung. Das nichtlineare GauB-Filter und der Kantendetek-
tor besitzen die folgenden Eigenschaften, welche zur effizienten Implementierung genutzt
werden konnen:

Lokalitit der Operationen: Der Grauwert des gefilterten Bildes héngt nur von den
Grauwerten einer kleinen Umgebung des zu filterndes Bildes ab. Die Filterung kann al-
so auf die Filterung von Teilbildern (jedoch mit iiberlappenden Pixelmengen) zuriick-
gefiithrt werden.
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Synchronitéit: Die Dauer der Berechung der Summen héngt nicht von den Daten ab.
Bei einer Bearbeitung der Filterung mit mehreren Prozessoren kann die Last statisch
verteilt werden. Die Dauer der Filterung kann aus den Parametern berechnet werden.

Wenige Gewichte: Die Gewichtsfunktion ist von der Differenz der Pixel und der Differenz
der Grauwerte abhéingig. Werden die Grauwerte nach jeder Filterung gerundet, so sind
beide Differenzen ganzzahlig. Es werden also nur endlich viele verschiedene Terme der
Form g(q — p)¥(f(q) — f(p)) verwendet. Durch geeignete Datenstrukturen kann die
Berechnung dieser Terme als Speicherzugriff realisiert werden.

Diese Eigenschaften lassen sich auf den verschiedenen Computer-Systemen unterschiedlich
nutzen.

Stehen zur Filterung mehrere Prozessoren zur Verfiigung, so kann jeder Prozessor einen
Teil der Grauwerte des gefilterten Bildes berechnen. Haben die Prozessoren keinen gemein-
samen Speicher, so bekommt jeder Prozessor etwas mehr als ein Teilbild zur Verarbeitung.
Beispiele fiir solche Rechnerarchitekturen sind Transputer-Netzwerke, in denen die speziel-
len Prozessoren, die Transputer, durch extrem schnelle Nachrichtenverbindungen zu einem
Netzwerk verkniipft sind. Fiir die Berechnung der Filterkette mufl nach den einzelnen Fil-
terschritten wieder eine Aufteilung des Bildes vorgenommen werden.

Werden die Bilddaten als zweidimensionales Array angesprochen, so muf} jeweils eine ganz-
zahlige Multiplikation fiir die Adressberechnung der Speicherzugriffe durchgefiihrt werden.
Mit vielen Prozessoren ist die ganzzahlige Multiplikation im Vergleich zur Addition recht
langsam (z.B. Sparc, Motorola mc680x0). Um den Speicherzugriff zu beschleunigen, sollte
entweder die GroBe der Bildzeilen bei der Ubersetzung des Programmes bekannt und eine
Zweierpotenz sein, so dafl der Optimierer sie durch eine Schiebeoperation ersetzten kann,
oder die Multiplikationen sollten durch geschickte Programmierung umgangen werden.

Legt man die Gewichte in einer geeigneten Datenstruktur ab, so kann der ganzzahlige Ab-
stand des gerade verwendeten Pixels zum zentralen Pixel und die Grauwert-Differenz als
Index fiir den Zugriff auf den Wert des Gewichtes verwendet werden. Mit Hilfe von Tabellen
(zweifach indirektem Zugriff) kommt man auch hier ohne Multiplikationen aus. Da meine
ersten Implementierungen der Filter auf Rechnern mit einem Prozessor des Typs Motorola
mc68020 durchgefiihrt wurden, habe ich darauf geachtet, da} wihrend der Filterung kei-
ne Multiplikationen durchgefiihrt werden. Die Geschwindigkeit der Programme konnte so
gesteigert werden.

Da die Grauwerte ganzzahlig und kleiner als 255 sind, kann man die Gewichte so ska-
lieren, dafi ohne grofie Rundungsfehler die Summen kleiner als 23! bleiben. Die gesamten
Rechnungen konnen so in ganzzahliger Arithmetik durchgefiihrt werden.

Auf neueren Prozessoren (RISC) ist ein Speicherzugriff genau so schnell wie eine Multipli-
kation fiir reelle Zahlen, so daf} hier die Verwendung von grofien Tabellen keinen Sinn mehr
macht.
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Zur Berechnung einer Filterung eines Bildes mit 512 x 512 Pixeln benotigt das nichtlineare
GauB3-Filter die folgende Rechenzeit:

Sun Sun Apollo
o, Sparc-Station 10/40 Sparc-Classic DN4000 (mc68020/25MHz)
1 10s 15.6s 70s
2 26.3s 56.4s 375.4s
3 56s 116s 788s

9.3 Kantenrichtungen

In Abbildung 50 ist in der vorletzten Zeile ein Bild zu sehen, welches zur Detektion der
Kanten verwendet wurde. Sind in diesem Bild die Vorzeichenwechsel detektiert worden, so
kann mit Hilfe der Ableitung der Gaufl-Funktion die Gradientenrichtung in diesem Bild an
den Stellen der gefundenen Vorzeichenwechsel ermittelt werden. Ich habe auch Experimente
hierzu durchgefiihrt. Es zeigte sich eine hohe Giite der ermittelten Richtungen der Kanten.

Die Giite der Kantenrichtungen ist nicht mit der Giite anderer Verfahren verglichen worden.
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10 Zusammenfassung

In dieser Arbeit ist ein neues Verfahren zur Bildrekonstruktion vorgestellt worden. Es wurde
dazu in zwei Schritten vorgegangen:

Zunichst wurde ein neues Filter vorgestellt, welches zu den nichtlinearen Glattungfiltern
gehort. Die Untersuchungen des Filters haben gezeigt, wie man die Parameter der Filte-
rung wéihlen muf}, um Rauschen zu glétten, bzw. Kanten im Ergebnis steiler erscheinen zu
lassen. Dadurch kénnen Kanten auch dann erhalten bleiben, wenn das Rauschen in seiner
Amplitude grofer ist als die Sprunghhe der Kante. Da die theoretischen Untersuchungen
zur Glattung des Rauschens mit einem Wahrscheinlichkeitsmodell durchgefiihrt wurden,
welches die Grauwerte als standardisiert normalverteilt annimmt, wurde die Abhingig-
keit der Ergebnisse vom Wahrscheinlichkeitsmodell untersucht. Es konnte gezeigt werden,
dal die Erwartungswerte der Pixel im gefilterten Bild lokal Lipschitz-stetig von der Wahl
der Verteilungsfunktion fiir das Wahrscheinlichkeitsmodell abhiangt. Weitere Untersuchun-
gen haben gezeigt, dafl das nichtlineare GauB-Filter robust ist. Gegeniiber dem linearen
GauB3-Filter, welches vom Parameter o, abhingt, hat das nichtlineare Gaufl-Filter einen
zusitzlichen Parameter o, zur Bewertung der Grauwert-Differenzen der Pixel. Auf Grund
der geschickten Darstellung konnte iiberraschender Weise zur Filtervorschrift ein Faktor n
hinzugefiigt werden, der die Wirkung der Glattung verbessert.

Im zweiten Schritt wurde gezeigt, wie man durch eine geschickte mehrfache Verwendung
des nichtlinearen Gauf3-Filters die Wirkung der Filterung verbessern kann. Jede einzelne
Anwendung des Filters wird in diesem Zusammenhang Filterschritt genannt, die mehrfa-
che Anwendung Gaufl-Filterkette. Dabei wird das Filter nicht einfach iteriert, wie es in
der Literatur oft vorgeschlagen und untersucht wurde. Gerade durch die Verinderung der
Filterweite (d.h. des Parameters o, des Operators) konnte das Ergebnis der Filterung ver-
bessert werden. Obwohl die Versteilerung von Kanten fiir einige Filter bekannt ist, ist mir
keine Arbeit bekannt, welche die mehrmalige Verwendung eines nichtlinearen Filters bei
Vergrolerung der Filterweite untersucht. Da auch das Rauschen mit jedem Filterschritt
kleiner wird, wird auch der Parameter o, in jedem Filterschritt verkleinert. Die Untersu-
chung der Glattungswirkung der Filterkette wurde mit Hilfe eines Testbildes untersucht.
Fiir normalverteiltes Rauschen konnten quantitative Angaben zur Wahl der Parameter ge-
macht werden. Anhand einer Kante konnte auch gezeigt werden, wie die Parameter der
Filterkette das Filterergebnis beeinflussen.

Um zu demonstrieren, dafl das Filter auch fiir die Praxis taugt, wurden aus der groflen
Anzahl von mir vorliegenden Filterergebnissen einige typische ausgew#hlt und mit den
zugehorigen Filterparametern abgedruckt.

In einem Vergleich mit anderen Filtern konnte gezeigt werden, dal die Verwendung der
vorgestellten Filterkette Vorteile gegeniiber den anderen Filtern bringt. Gerade gegeniiber
der reinen Iteration von Filtern bietet die Filterkette eine gute Versteilerung der Kanten.
Die Filterung wird nicht von Kantenrichtungen im Bild beeinflufit, wie dies im Verfahren
von Blake und Zisserman der Fall ist. Gegeniiber den Verfahren, bei denen das gefilterte Bild
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als Losung einer Differentialgleichung berechnet wird, hiingt die Rechenzeit der Filterkette
nur von seinen Parametern ab.

Ein weiterer Vorteil des Verfahrens ist, dafl die Parameter direkt interpretierbar sind und
man wegen der wenigen Iterationsschritte die Wirkung der Filterung recht gut vorherbe-
stimmen kann. Kanten welche eng nebeneinander im Bild liegen, bleiben bei entsprechender
Kantenhohe im Bild erhalten.

Es zeigte sich, dafl analog zum nichtlinearen Gauf-Filter ein Differenzenfilter zur Kantende-
tektion konstruiert werden kann, welches ebenfalls robuste Eigenschaften zeigt. Fiir einige
Rontgenbilder mit viel Rauschen wurden mit Hilfe der Filterkette und dieser Kantendetek-
tion die Rénder der Adern markiert. Die Filterkette leistet also auch als erster Schritt fiir
eine Kantendetektion gute Dienste.
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A Gaufl-Identititen

A.1 Faltung zweier Gaufl-Funktionen

Fiir o0 € IR bezeichne ¢, die folgende Gauf-Funktion:
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o | T —exp|——{—
4 2mo P\l2\o
Fiir o, v € R gilt:

Po * (,07(75) = /_O:o (Pa(s)gp’y(t - S)ds

2,2 2.2 2
1 -H(Bmeam-ne)
= e e Rk e N A o
—o00 2Oy
4 4
o0 _1_1 2 2\n2_9.2 fo 2__ 0o 2 242
_ / 1 o ((7 +0)2% =20 wtt 5 1P~ —F 5’ 07t )dm
—o00 2TOYY

X

2 2 2
/oo 1 _%<02172 (,/gzﬂzx_\/agvt) +(7%_m)t2)d

1 2 o ] 102492 2
1 t _1
= e 202442 / e 2277 dx
—o00 2mOYY
2
1
1 11 oo 1 5( iz )
= — . pe 2 52442 ./ - ¢ Vo2+y2 dl‘
2m\/0? + 2 —o0 v/ 2m—2
V2m/o? £y T
! ()
= 2\ Vo2+42



A GAUSS-IDENTITATEN 111

A.2 Gauf3-Funktionen und ihre Ableitungen

Fiir o € IR sei sei @, die folgende Gaufl-Funktion:

1 lrz\2
— -3(%)
(7)) = e 2\ 22
ool0) = —— (22)
Fiir die Ableitungen gilt:
]_ A lizy2 X
Py T hEp_ T : 23
@) = (e 2ol (23)
1 x (22 -1
) = ——0e(r) — 50h(a) = T (0) (24)

. T T xz
o Nl 1=l @l weil 0% (2) = —o00(2) = — 21 (2) = ¢4 (2)

A.3 Spezielle Integrale

Sind ¢ := ¢,, und ¢ := ¢; GauB-Funktionen so gilt mit Hilfe der Formel (21) und (23):

[ =i -s)etdt = [~ —(s—ty(s — ()t

—0 —00

= o [T -y et

= ot [~ (s (bt
= o2[p*¢| (s)
= 0% (o) (25)

o

Z
o219yt

= -5

Wegen / ' (x)dz = 0 gilt:

oo

ot [T W@ = 20 [ (@)

= 4o2y/(-0,)
= 40—z¢’(_az)
4

\V2me



B VERSTEILERUNG EINER UNGERADEN FUNKTION 112

B Versteilerung einer ungeraden Funktion

In Beweis von Lemma 4.34 ist die folgende Gleichung nur fiir das nichtlineare Gauf}-
Filter nachgewiesen worden. Natiirlich hétte man statt der Gauf-Funktion zur Gewich-
tung der Grauwertdifferenzen auch eine andere Funktion zur Konstruktion des nichtlineare
Filters wéhlen konnen. Dafl das Filter auch fiir beliebige gerade, stetig differenzierbare,
glockenférmige Funktionen h, mit Werten in JR=° an Stelle von ¢ Kanten versteilert, sei
hier nachgerechnet. Da diese Rechnung nicht so elegant ist, wird sie hier im Anhang durch-
gefiihrt.

Es gilt zunéchst:

=~ G- RO - @) (0O - f@) (o)
gl o) KAF) ~ (@) () — F @) (@) )
~ glt =) h(F(1) ~ F(&)) - /(o) (©
=~ G- RO - @) (0 - f@) (o)
~ gl @) KO ~ () - () — F(a) - 7'() (i)
~ glt =) ha(F(0) ~ F(2) - 1) ()
+glt =) ha(F(1) ~ F()) - 7' ()
~ glt =) ha(F(1) ~ F(&)) - /(@) (©
+ (e =) KR ~ 1@) - (F() = £@) - F1(0) ()
~ glt=2) K0 ~ 1) (F0) ~ (@) - F(2) o)
=~ L= ) ()~ F@) - (F(0) - [(a) (), (@), (i9)
gl =) ha(F(1) — F(@) - (7() ~ (@) (), (0
gl =) B0~ F@) - (1) — @) (0 - f@) ), ()
=~ Sl h(F0) ~ F@) - ()~ F(@)
()~ £@) gt~ 2) h(F(D) ~ (@)
U0~ @) gl —2) [(F0) = F() R0 — £/@)]
Man erhilt durch integrieren:

%/_Z(f(t) — (@) gt — 2) ha(f(2) - f(x))dt

= /_ o;(f () = f'(2) g(t — ) [h(f () = f(2)) + (F() = f(x)) BL(f(D) = f(x))]dt

Da h, glockenférmig und f : IR — [—1, 1] ungerade und monoton wachsend ist, gilt fiir alle
t e R: f()h,(f(1)) <0.
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Fiir x = 0 erhélt man wegen f(0) = 0 die Formel:

: /oo (f@t) = f(2)) g(t — =) ho(f(t) — f(z))dt

dz J-oo

o0

= [ FH-ro) 9

ho(f () + f ()R (f (t))] dt

>0 <0
Analog zur Formel 20 auf Seite 47 ergibt sich ein Ausdruck fiir die Versteilerung der Rampe.

S5 (') — £1(0) 9(t) [h:(f(2) + F(O)R;(f(2))] di
J25 9()h=(f(2))dt

[GfI(0) = f(0)+

Ersetzt man h, in dieser Formel durch die Gauf-Funktion, so ergibt sich mit Hilfe der
GauB-Identitdten die Formel aus Beweis von Lemma 4.34.
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